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gα = Ceα

g−α = Cfα

[hα, eα] = 2eα

[hα, fα] = −2fα

[eα, fα] = hα

�	 �	�

�� �� � �� ����� ����� ���� �� ���� ��� ���������
 ��� ��� ���
 ������
 �� � ���	
������ �� � �� �

gα ⊕ Chα ⊕ g−α ' sl2(C)���� ��� ������ ��
��� αi
�� ���� ���� ��
���
 ��� �

ei := eαi
, fi := fαi

, hi := hαi

� ��� ��
� �� {ei, fi, hi, 1 ≤ i ≤ n} �������� � �������� �� � �� g
�

���� ������ ������� α, β
� ���� ���� � ��� 〈α, β∨〉 ��� �� ������ ������� ��

(α,α) �� ������ � ������ �� ���� � $� ���� �
aij = 〈αj , α

∨
i 〉, 1 ≤ i, j ≤ n

C = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(Z), ������� �� ����� ��
g

� ��� ���� � ����� ��� aii = 2 �� aij ≤ 0
� � ��� ���� 1 ≤ i 6= j ≤ n

� �� �� ���
� ����� di = (αi, αi)/2

�
1 ≤ i ≤ n

� �� � diaij = djaji
�



��� �� ��� �� � �� �����
� �� 	
�� 


�� �	�
�� � � � �����������
� �� ������� �� ���������� ��������� � ��
 ������ �� ������,�� �� ��- �	

����� ��� �� ������ ��� �������� �� � �� ��
 �	��
���� ��
������ � ���� ���� ��
��������� � � ���� ��� �

� '�� � �
n

� g = sln(C)
�

� '�� � �
n

� g = so2n+1(C)
�

� '�� � �
n

� g = sp2n(C)
�

� '�� � �
n

� g = so2n(C)
�

� '�� �� ������������� � �
6
� �

7
� �

8
� �

4
� �

2
�

� ������� ��� � �� ��� � ��� �� ������ ������� ������������� �� ���� �� � �������� �


�� �
�� � � ��� �
����

g ��� ������� �� � �� ��
 �	��
��� ��� � �������� �� ,�� ��� ���� ��	
����� �� ������ h �� �� ����� �� ������� ��
���� � $� ������� ��� �������� � ��
���������� ��������� �

 ����� ������ α ∈ ∆+ �� ���� ��� �� ���
 ���� �� +��(h∗) �� � ��� ���
����� ��� ����������� � �� � ����� �

sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α, ∀λ ∈ h∗,
��� �� �� ¢��� �� �¢¢����� � α

$� ���� ���� ��
���
 ��� si
���� sαi

�
��� ����� ��� � ���������� �� ����� � � ���� �

W =< si, 1 ≤ i ≤ n >⊂
+��(h∗),

� ���� � ��  �� � ��
g

$� ���� �� �� W ���
h

�� ������,��� �� si
���� ��� ��� ���� � $� � ����� �

si(h) = h− 〈αi, h〉α
∨
i ,∀ h ∈ h

$� ����,� ����
 ��� ��� �� ���
 � 〈. , .〉 ��� W 	���������� �
! 	�� ��
� ��� "

"� �� ���� ��� �������� �������� ` ��� W �� � ��
��� �� ��
��� 
 �� �
 �� ��
����� ��� � si

����������� � � ��������� � ��� ���
 ��� � "� ��� ����� �� ��� �� ���� ��
������ ���
 ��� �� �������� 
 �� �
 ��� ! �� �� ���� w0

�� �� ���� N := `(w0)�N ��� �����
 ��� �� ��
��� �� ������� � ��������� �
$� ��� ���� ��� ������ ����

w
� ����� �� ��� � �������� �

= (i1, i2, . . . , ip)
�����

��� si1si2 · · · sip = w
� ��� ��� ����
� ������� ���� ��� � ��� w �� #� # p = `(p)� ������� ��� ��� �� � ��� 
 �� ���� �� � ��� w0

� �� ����� �� ��� ������ ���� ����� ����� w ∈ W
� �� ��� ��� �� 
 �� ���� �� ����� w0

� �
= (i1, i2, . . . , iN ) ���

���� �� � w �� si1si2 · · · sip = w �$ p = `(w)
�
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! 	���� ���� 
� ������ "
���� d � ������ �� ����� �� sisj

��� � W
� ����� �� � �

sisj · · ·
︸ ︷︷ ︸

d � �������
= sjsi · · ·
︸ ︷︷ ︸

d � �������

$� ��� ���� d	
 ����
 ��� � �� d	������ � �� ������������ ��� � �� 
 �� ���� �� �
� ���� �������� i, j, i · · · ��� �������� d� �� �� �������� j, i, j, · · ·

�
"� ��� � ��� ����� ��� ���� 
 ��� ���� ��� �� ���� ����� � ��� �� � ������ ���

��� ���������� �� 
 ����
 ���� �� ������� �
$� ���� ���� �����
 ��� ��� � ������ d �� ����� �� sisj

� � ��� ���� �����
 ���
��� �� 
 ������ �� ������ � �� aijaji = 0

�
1
�
2 �� 3

� ����� ���� ������
 ��� d = 2
�

3
�
4 �� 6

�

��
�� 
� ������ "
���� w, τ ∈W

� �� β ∈ ∆+ � $� ���� w
β
−→ τ �� τ = sβw �� `(τ) = `(w) + 1

�
� ������ �� ������ ��� ��,�� ��� �

w ≤ τ ⇐⇒

{ �� �� ���� ��� �� ��� (β1, β2, · · · , βs) ∈ (∆+)s ����� ��� �
w

β1−→ sβ1w
β2−→ · · ·

βs
−→ τ

���	 ��� �	� 	 "

� ����
 ��� w0
���� �� ��� ���������� i 7→ i∗ ��� � ��� ��
� �� ��� �������

{1, 2, · · · , n}
� ��,��� ��� �� �������� �

w0(αi) = −αi∗

�� �
= (i1, i2, . . . , iN ) ��� �� 
 �� ���� �� � ��� w0

� �� ���� �
�∗ := (i∗1, i

∗
2, . . . , i

∗
N )

"� � ���� ��� ��& ���� �� ���� ��� �∗ ��� ������ �� 
 �� ���� �� �

$� ���� �����
 ��� λ∗ := −w0(λ)
� � ��� ���� λ ∈ h∗

�


�
 � ���
�� ���� ��������
����

g ��� ��� ������� �� � �� ��
����� ��
 �	��
��� � ��� �������� �� �������
�� �����
 � �� ����������� {ei, fi, hi, 1 ≤ i ≤ n} ��

 � �� ���������� �	 �	� �
�� �� ���� (aij)1≤i≤n

�� 
 ������ �� ������ ���� ���� �



��� � ���� �� �� ��� � �	 � ���� �� �� � �� �� �� � �

$� ���� U(g) � �������� ����������� ��������� ��� Ei, Fi,Hi, 1 ≤ i ≤ n
�

������������ ��� �������� � �� ������� �

[Hi,Hj ] = 0

[Ei, Fj ] = δijHi

[Hi, Ej ] = aijEj

[Hi, Fj ] = −aijFj
�� ������¢ ��  �� �	

1−aij∑

s=0

(−1)s
(

1− aij

s

)

E
1−aij−s
i EjE

s
i = 0, i 6= j

1−aij∑

s=0

(−1)s
(

1− aij

s

)

F
1−aij−s
i FjF

s
i = 0, i 6= j

�� ������¢ �� 
 ����	

U(g) ��� � ���� ¡��� �������� �� �� ����¢ �� ��	 �� g
�

"� �� ���� �� 
 ������
 � ��� ����� �� g ��� � U(g)
� �� � ������ ei, fi, hi

���� ��	
����
 ��� ��� Ei, Fi,Hi, 1 ≤ i ≤ n

�
� �� �������� ������������� U(n),U(n−),U(h) ���� ��� ���� �������� ��

U(g) ���������� ��� ��� Ei
� ���� �

Fi
� ���� �

Hi, 1 ≤ i ≤ n
� $� � �� ���
 ��	

����
 � � �������� ���������� U(g) ' U(n−)⊗ U(h)⊗ U(n)
�

'��� U(g)	
 ��� �� ��� �� g	
 ��� �� �� ����������
 ��� �


�� � � ��� � ��� � �� � � ��� � �����
�
���� g ��� ��� ������� �� � �� ��
����� ��
 �	��
��� � ��� �������� �� ,��

��� ����
� ������� ������� ����� �
g = n− ⊕ h⊕ n

�
���� M �� g	
 ��� �� ��� �� 
 ������ ��� �������� �� U(g)	
 ��� ��� �� ��	


 �� ���� ,��� �  ���� �

M =
⊕

µ∈P

Mµ ,
��

Mµ := {v ∈M/ hv = µ(h)v, ∀ h ∈ h}

� �� Mµ
��� ���� ���� ���� ��� ���� ¢��¢��¢����¢ �� � ���¢ �� M

� �� �����
���
 ���� ��� �� �� �������¢ �� ����¢ µ

�
�� ������� �� � ��¢  ��� � ���¢� ���� � �� ���� ��� � ���� � ��� � M ��� ��

������� �� � ���� ������������ � ∀ e ∈ n, ev = 0
� ���� �

∀ f ∈ n−, fv = 0
�

( �� � �� 
 ��� �� ��
��� �� � � �� �������� ����� �� ������ ������� �� ����
���� � ���� �� �� ������ ������� �� ���� ��� � ���� �
! 	
� ��� 
� ��� � �
�� ������
 � �� ����� ��� ��������� �
���	��� �  �� � �
� ��� ��� � � �� �¢ �� � � ��� ����� � ���

P+ �¢� � ��¢ �� �����¢ � ��¢¢�¢ � ��¢�� ���  �¢� �¢ ��¢ ���� ��¢ ¢��� ��¢ �� ��� �¢�� �  �� #
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��� ��� ��������� ��������� � ��
 �� � ��������� � ���� λ ∈ P+ � �� 
 ��� ��
��
��� �� ��
 �� ���� ,��� �� ��� ��� �� ������� �� ���� ���� � ���� ���� �� � ����
λ
� $� ���� ����� �� 
 ��� �� V (λ) �� �� � ���� ���� ���� �� ��  �� � �� � ���� λ

�
$� ������ vλ

� ���� �
vlow
λ

� �� ������� �� ���� ���� � ���� � ���� � �� ���� ���
� ���� � ��� � V (λ)

�
! 	
� ��� 
� � �� ����� "

���� V (λ) �� 
 ��� �� �� 
�� � � ���� ���� ���
 ��� w �� W
� �� �� ���� ��

������ �� �������� ����� ������� �� � ���� w(λ)
� � ���� � vwλ

�� ��� ������� �
�� 
 ��� �� �� ( �
 �*��� Vw(λ) ��� �� ���� U(b)	
 ��� �� �� V (λ)

� ��,��
��� �

Vw(λ) := U(b)vwλ


�� �
�� � � � ��
���� G �� ����� � �� � �� ��
����� ��
 �	��
��� �� ��
���
 ��� ������� �

$� ���� �
� T � �� ���� 
 �� �
 �� �
� B � �� ����	����� � �� ����� ��������� T

�
� U � ������� ���� ����� �� B �B = UT � �
� B− � ����	����� � �� ����� ��� ��� �
� U− � ������� ���� ����� �� B− �
��� ������� ���� ��� ��������� � �� ������ � ���� ������� �� � �� ��
�����

��
 �	��
��� g
� ���� ��� ����
�������� ������� ����� g = n−⊕h⊕n

� ( �� � �����
�������������� �� ������� � G ��� ������ � ���������� � g

� ��

 � � ��� ��
� ��
��� ������� � �� 
 ������ �� ������ � �� ����� � �� 
�� � ���

�� ����� � �� 
�� � W ������� � G � ��� ���� ������,� ��

 � �

W ≡
���
 (T )/T

�$ ���
 (T ) ������� �� ���
 ��������� �� ����	����� � T
�

��� � 
� �������
� "

( �� � ��� ��� ��� ���� ��� ��������� � � � ���� � ���� ��� � �� ��� ��� ����� �� ��
� �� ��
������ ��
 �	��
���� �� ��
���
 ��� �������� � �� ���� �� ���� ����� G∨

� ��� ����� � G � ��� ���� ��
���
 ��� ��,�� ��

 � �� ����� � �� � �� ��
�����
��
 �	��
��� �� ��
���
 ��� ������� ������������� � �� 
 ������ �� ������
���� ������ �� ����� �� G

�
$� � ��� ����� ������,�� ��� ������� �� G∨ ���� ��� ��������� �� G

� �� ����
���¢� � ��� ����� �� �� 
�� � ���� ���� ���������
 ��� ������,�� �



��� ����� � �� � 
 � �

$� ��������� �� �������� ( . )∨ ���� �������� � ���� �� ��� � G∨ �������� �
���� � �� G ���� ���
��� �� α ��� ��� ������ �� G ��� �������� ��� � G∨ ���
���� (α)∨ = α∨ � �
��� ���� 
� 
��$ ���� "

�� ������� �� ���� ���� �� G ��� �� ������� G/B
� �$ B ��� �� ����	����� �

�� ����� � ��� ����
� ������� � �� ������� ���� ������� ���� �� ��
 �� ����
 	
� ������� � ����� ������ �� ������ �

G/B =
⋃

w∈W

BwB/B =
⋃

τ∈W

B−τB/B

��� ���������� ��� � G/B ��� ����� ��� ��,������� ��� ����	�������� �
� #������� �� ����� ��� � Xw := BwB/B

�
w ∈W

�
� #������� �� ����� ��� �������� � Xτ := B−w0τB/B

�
τ ∈W

�
� #������� �� � ��������� � Xτ

w := Xw ∩Xτ �

"� ��� ����� ��� �

BwB/B =
⊔

v≤w

BvB/B, B−τB/B =
⊔

v≥τ

B−vB/B

dim(Xw) = `(w), dim(Xτ ) = `(τ), dim(Xτ
w) = `(w) + `(τ)−N
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�������� �

����� ����� �����

+� 	��� � ���*��� � ��� ���� �� ��� ���� �� C
	������ ��������� U(n−) ��� �	

������ � ����
 ���� ��
 ������ �� ��
����� �� ���� ��� ������ �� ��� � U(n−)F k
i�� F k

i U(n−)
� �� ��� ��������� �� ���*��� �� ���� ��� � �� �����
 ����� ���������

Uq(n
−) �� U(n−) �� 
 ���,��� ��� ����� �� ��� � ��������	� �����- 	
 ��� � ��

���� ������� �� %������� ������ % �� ����
���� q ���� *��� � �������� ���� ��
���� ���� ����������� � ������� ��� ��� � �������� �

� �� ���� ��������� �� �� ���� ��������� ��� ������ ��� 
 ������ ��
� �	
�������� ������ �� ���� ������ ��� � � ������ ��� �������������� � �� U(g)

�
� �� ���������� ���� �� �������� ���� �����������
 ��� ��� ������� �� ���*��� �

�
�� � �
�� � �
� � �� �� � �������� �
�� �
( �� � �� �������� ���� ��

 ����� � ��� ���� ���� �� ��� ��������� �� ���*	

��� �� �� ���� ��������� �� Uq(n
−) �� ��������� � �� �� ������������ ��� � U(n−)

�
����� ��� ��������� � ��
 �� �� ��,��� �� ����
 ���������� �� ���*��� �� �� ����
��������� � ���� ��������� � �� �� ��� ��� � �� ���� ��
 � ����	�������� � ��� �� �	
������� �� � �������� �� �� ����
 ���������� �� ������ �� �� ���� ��������� � ��
�������
 � ����	�������� ��� ��� ����� ��� ����� ���������� ��� � ��� 
 ��� ���
��
���� �� � �� ��������� �� ������� �� ��� 
 ��� ��� � � �������
 � ����	��������
���� ��������� � ��� ������� �� ����� ���� �� ���� ��������� �� ��� � �

2
� +�,� �

���� ��������� � ��� ������� ��
����� �� ���� �� ���� ��������� �

� �
 ����
����� � �� ��� ���� ���� �
U(n−)

( �� � ����� ������ �� ,�� ��� ������� �� � �� ��
����� ��
 �	��
��� g �� ��
������� ��� �������� � �� �������� 	 �

� ���� 	 
������
Uq(n

−)

���� q ��� �������
 ���� � $� �� ��,��� �� �����
 ����� ��������� � �����
Uq(g)

� �� � �������� ������������ U(g)
�

�



� �£wx�{z| � � � ���� ��� �� 
����

'��� � ��� ��� �� ������� �� ��� �������� � �� ������� � � ��� ���� k, l, d ∈ N
�

[k]d :=
qdk − q−dk

qd − q−d
= qd(k−1) + qd(k−3) + · · ·+ q−d(k−1)

[k]d! := [k]d [k − 1]d · · · [2]d [1]d , [0]d! = 1

[
k+l
k

]

d
:=

[k + l]d!

[k]d! [l]d!
=

[k + l]d [k + l − 1]d · · · [l + 1]d
[k]d!

�
 �	�

� �������� Uq(g) ��� ��
C(q)	������� ��������� ��� �

Ei, Fi, Ki, K−1
i , 1 ≤ i ≤ n

������������ �
KiK

−1
i = K−1

i Ki = 1, KiKj = KjKi

KiEjK
−1
i = qdiaijEj , KiFjK

−1
i = q−diaij Fj

EiFj − FjEi = δij
Ki −K−1

i

qdi − q−di

1−aij∑

s=0

(−1)s
[
1− aij

s

]

di

E
1−aij−s
i EjE

s
i = 0, i 6= j

1−aij∑

s=0

(−1)s
[
1− aij

s

]

di

F
1−aij−s
i FjF

s
i = 0, i 6= j

�$ (aij)i,j
��� �� 
 ������ �� ������ �� (di)i

��� ������� �������� ����,���
diaij = djaji

�
��� �������� � ���� ��� ����� �������¢ �� 
 ���� ��� �����¢�

$� 
���� � �������� Uq(g) � ���� Q	���������� � �$ Q ��� ��
Z
	������ �����	

��� ��� ��� ������� ��
���� � �� � ����� �






deg(Ei) = αi,
deg(Fi) = −αi,
deg(Ki) = 0

� ��� ���� 1 ≤ i ≤ n
�

���� ���� ���
 ��� ��
 ����� X ��� � Uq(g) �� ����� β
� �� ��,��� ���

�� �������� ��� ����� ��� �

X(k) :=
1

[k]β !
Xk, �$ [k]β = [k](β,β)/2

� �������� Uq(n
−) ��� �� ����	������� �� Uq(g)

� ��������� ��� ��� ���
 ����
Fi

�
1 ≤ i ≤ n

�



� �� ��� � 	���	
�� �� �� ���� ��� �� 
��� �� U(n−)


$� ���� A := Z[q, q−1]
� �� UA(n−) �� ����	A	������� �� Uq(g) ���������

��� ��� ���
 ���� F
(k)
i

�
1 ≤ i ≤ n

�
k ∈ N

�

! ����*��� � ��,�� ��� ����
 ������
 �� Ti
�
1 ≤ i ≤ n �� Uq(g) ��� �

Ti(Kj) = KjK
−aij

i , 1 ≤ j ≤ n

Ti(Ei) = −FiKi, Ti(Fi) = −K−1
i Ei,

Ti(Ej) =
∑

k+l=−aij
(−1)kq−dikE

(l)
i EjE

(k)
i , 1 ≤ j 6= i ≤ n

Ti(Fj) =
∑

k+l=−aij
(−1)kqdikF

(k)
i FjF

(l)
i , 1 ≤ j 6= i ≤ n

�
 �
�

� ���� ���� ���������� ��	
���� �

$� ,��
i = (i1, . . . , iN ) �� 
 �� ���� �� ���� w0

� $� ��,��� ��� �� ��� ��� �
� ��� ��
� �� ��� ������� �� � ����� �

β�,1 = αi1 , β�,2 = si1(αi2), . . . , β�,N = si1 . . . siN−1
(αiN )

"� ��� ����� ��� �
� �	$� ���� � � � � ����
��	 � ��¢����� {β�,k, 1 ≤ k ≤ N}

�¢� � ��¢�� ��� ��¢ ���� �¢ ��¢�����¢ ∆+ #
���	 � ������ β�,1 < β�,2 < . . . < β�,N

���  �� � ����� ����� � ¢��
∆+ #

�� ���� �� �� �� �� ����� �¢� ����� � ¢��
∆+ � ¢ ��� � �� � ��� ����� ¢���� �� �

���� ����
α, β ∈ ∆+ ���¢ ���

α + β ∈ ∆+ � α < β ⇒ α < α + β < β
#	

( � 
 ������ ��
 ������ �� ���� �� �� ��� ����
 ������
 �� Ti
��� ��� Fi

� ��
� ����� �

Fβ�,1 = Fi1 , Fβ�,2 = Ti1(Fi2), . . . , Fβ�,N = Ti1 . . . TiN−1
(FiN )

� �� ���������� �� ������� ���� �����
 ��� � ��� ������� �
� �	$� ���� � � �� � �� ��
��	 
 �

si1si2 . . . sik

��
si′1

si′2
. . . si′

k

¢� � ���� ��� ��¢¢��¢ �������¢ � �� � �� �
���� � � ��¢

W ����¢�

Ti1Ti2 . . . Tik = Ti′1
Ti′2

. . . Ti′
k

���	 
 �
si1 . . . sik−1

(αik)
�¢� � � ���� � ¢��� �� αl

����¢�

Ti1 . . . Tik−1
(Fik) = Fl

����	
∀1 ≤ k ≤ N � Fβ�,k

�¢� � ���� � � ��
Uq(n

−)
 �� �� ¡ � �� ��� ��

(−β�,k)



� �£wx�{z| � � � ���� ��� �� 
����

$� ��� ������ ��� 
 �� 
 �� �������� �

Fi(t) := F
(t1)
β�,1 . . . F

(tN )
β�,N , t = (t1, · · · tN ) ∈ NN

� ��� ��
� �� {F�(t), t ∈ NN} ��� ����� � ��� ���� ��� ���� �� Uq(n
−)

�
���� ���� �� ��������	� �����- 	
 ��� ������� �� ���� ��
 � �������� �� 
 ��
���� ��

i
�

� �	$	� �� �	� � � � � �� �� �����
��	 �� ¢��¢

Z[q]
�� ��� �� ��

Uq(n
−)

�� ���� � �� ��¢ ���� � �¢
F�(t), t ∈ NN ��¢� ���� ��� � �� � ��� �� � � � �� ���

L
#

���	 � ����� � ��
{F�(t), t ∈ NN}

��¢ ��
Z
�� ��� �� L/qL

�¢� � � ��¢ � ��
L/qL

���� ��� �� �� � ��� �� � � � �� ���
B
#

� �� ����� � � �� � �� ������ �� ����� ���� ������� � ��� �� ����� ��� ��� ����� ��
������� �� ���� ���� �� ���� 
 � �� ��� ������� � ��� ���� �� �� ��������� �� ���� ���
���� 
 ��� ���� ��� ���� ���� ��� ��� �� ��� �� 
 ����
 ���� �� ������� �  �� �� ��
� ��� 
 ������ ��� � �� � �� �′ ���� ���� 
 ��� ���� ��� � � ��� ���� t ∈ NN � �� �� ����
�� ������ t′ ∈ NN ��� ��� �

F�(t) = F�′(t
′) +

∑

s

ct,s
�,�′F�′(s), ct,s

�,�′ ∈ qZ[q] �
 ���

( � ���� � �� � �� �′ ��

 ������ ���� �� 
�
 � ������ ����� t1 = t′1 = s1� ��� ���� ��� s ������������ ��� � �� ��

 � �� �
 ��� �� ��� ������ ����
�����
t′2, . . . t

′
N , s2, . . . sN . . . �� ��� ������ ��� �� t1

�

� ���� ���� ��������� �� 	����
$� ������� �� � �����
 ������
 � %��� % �� Uq(g) ���

C
� ���� ¯ �� ��,�� ��� �

Ēi = Ei, K̄i = K−1
i , F̄i = Fi, q̄ = q−1, 1 ≤ i ≤ n

���	��� � � � �� � ����
��	 
���

i
� � �� ������# � ��� ����

t ∈ ZN
≥0

� �� �� �¢ �� � � ���� ���� � �
b�(t)

��¢
Uq(n

−)
��� ��� �

{
b�(t) = b�(t)
b�(t) = F�(t) mod qL

�
 �� �

���	 � ��¢ �� ��� B := {b�(t), t ∈ ZN
≥0}

 � ��� �� ��¢ �� ��� ������ � ��¢� �

�� �

B
�¢� � �

Z[q]
���¢� ��

L

B
�¢� � �

A
���¢ � ��

UA(n−)�
B

�¢� � �
C(q)

���¢� ��
Uq(n

−)
#

B ��� ��� ��� ��¢ � ��� �����



� �� ����� �	�
�� 	
�� � �� �� ���� ��� �� 
��� 

� ���� �� ����������� ��
q = 1

$� � ��� ��
 ������ �� ��� � ����� q = 1 ��� � �� ������������ �� Uq(n
−)

� ��
������� �� ������������ �� U(n−)

� � ��� �������
 ��� � �� �� ��� ������ C
��

 �

�� A	
 ��� �� � ������ � ��� � ������� ���� ���� 1 · q = 1
� �� 
 ����� ��� �

� �	$	� �� �	� � � �� � ���� ��¢
C
���� ¡���¢ CA ⊗ UA(n−)

��
U(n−)

¢� � �¢��
� ���  �¢� ��� � ���� ������� 1⊗ F

(k)
i 7→ F k

i /k!
#

$� ���� ������ B � ��
 ��� �� {1⊗ b, b ∈ B} ��� � U(n−) ��� � ������������
��	������ � �� �� ��� ���� B �� ���� ��������� �� U(n−)

�

� �� ��
�� ��
������� � �� ��� ���� ����
� �� �� ����� �� ������ �� 	����

���� �� 
 �� ���� �� � ,�� � � ������������ t 7→ b�(t) ��
ZN
≥0

��� � B ���
� �� ������ � �� ����� ��� �� ��� ����
 ���������� �� �� ���� ��������� � ���� �����
� ����¢���� �� � �¢� ��� �
� �� �� �� ������� �� ���
�����

���� i ∈ {1 . . . n}
� �� ��,��� ��� ����������� �

C(q)	��������� Ẽi, F̃i : Uq(n
−)→

Uq(n
−) ��� ���� ������ ��� ��� ���� ��
 {F�(t), t ∈ NN} �$ � ��� �� 
 ��

���� �� ��

 ������ ��� i �

F̃i(F�(t1, . . . , tN )) = F�(t1 + 1, t2, . . . , tN )

Ẽi(F�(t1, . . . , tN )) = F�(t1 − 1, t2, . . . , tN ) �� 0 �� t1 = 0

�
 ���

+� ����� �� �� ��
 ����� 
 �	 �� ��� ����������� � ���� � ��� ��,���� ��� ��	
� ������ ��� �� ����� �� �� �

( ������ �� ���� ������� 
 �	 �� �� ��� ����� ��� ��� �� �������� Ẽi, F̃i
�
1 ≤ i ≤ n

�
���� ������� L � �� ��� ����� ������ � ���� ���� � L/qL ���� �������

B∪{0}
� ( � ���� �

� �	$	� �� �	� � �� � � � ��� ����
b ∈ B � �� �� �¢ �� � � ¢����

(i1, i2, · · · , is)
� �������¢ ���¢ ��� �

b = F̃i1F̃i2 · · · F̃is(1 + qL)

$� ������ ���������
 ��� ��� ������ � ��� Ẽi, F̃i
�
1 ≤ i ≤ n ���

B
� �� ���

������ � ẽi, f̃i
�
1 ≤ i ≤ n ��� B � ( � ����� ��� � ��� � �� ��������������� �� ������ �

� �	$� ���� � �� �� � 
���
i ∈ {1 . . . n}

�� � � � �� ������ ���� �	� � ��� i
�

f̃i(b�(t1, . . . , tN )) = b�(t1 + 1, t2, . . . , tN )

ẽi(b�(t1, . . . , tN )) = b�(t1 − 1, t2, . . . , tN )
��

0
¢�

t1 = 0

�
 ���

� �� �� �������� Ẽi, F̃i
�
ẽi, f̃i

�
1 ≤ i ≤ n ���� ��� ���� �� �������¢ �� � �¢ ��


 ��� �
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� �� ����� � �� � � ��� �� �������� ẽi
�� f̃i

���� ��������������� � ��� �� � ������ �

ẽi(f̃i(b)) = b

f̃i(ẽi(b)) = b, �� ẽi(b) 6= 0

� �� �� ����� �� ������ �� ������
���� b ∈ B

� �� � ��� εi(b) := max{k/ ẽk
i (b) 6= 0}

�
�� ����� ����¢���� � �����¢ � ��� ���
 ��� b �� �� ���� ��������� � �� �����

�� 
 �� ���� �� �
= (i1, · · · , iN )

� ��� �� N 	����� c�(b) := (t1, t2 · · · , tN ) ��,��
���������
 ��� ��� �

t1 = εi1(b), t2 = εi2(ẽ
t1
i1

(b)), . . . , tN = εiN (ẽ
tN−1

iN−1
. . . ẽt1

i1
(b)).

� ������ ��� ��,������ � �� �� �� ���� ������� 
 �
 �	 �� � �
� �	$	� �� �	� � �� �� � 
 ��� �

= (i1, · · · , iN )
� � �� ������� �� ¢���

b ∈ B
��� ���

c�(b) = (t1, t2 · · · , tN ) ����¢ � ��
��	

c�(f̃i1(b)) = (t1 + 1, t2 · · · , tN )�
���	

f̃ t1
i1

. . . f̃ tN
iN

(1) = b

��� ��� ������� � ������������ c� : B → ZN
≥0

��� ��� ������ � $� ���� C� � ��
 ���
��� �

ZN
≥0

�� � ������������ c�
�

���	��� � � �� �� � ���� � ��¢ �� ��� C� �¢� � ��¢����� ��¢ ��� �¢ � ������ ��¢
� ��¡��¢ � �� �� � ����� �� ����� � � ���������� ��

RN #

( � ���� �� �� ������� ��������� �������� � � �� � �
�� � ��� �

� �� �� ��� �������� �� �
���� �� �� ����� �� ������
���� � �� �′ ���� 
 ��� ���� ��� � �� ������� �� ��� ����������� � �� ������
 ���

�� ����
 ���������� �� ������� �

Ri′

i
= (bi′)

−1 ◦ b� : NN → NN ,

R−i′

−i
= ci′ ◦ (c�)−1 : C� → Ci′ ,

Ri′

−i
= (bi′)

−1 ◦ (c�)−1 : C� → NN ,

R−i′

i
= ci′ ◦ b� : NN → Ci′ .

$� ���������� ���� ���� ��

 ��� ����� ��� ���������
 ��� ��� ����������� � �
�� ������������ ��� ���
� ��� ���������� �� Ri

′

i

�� R−i′

−i

�� ���� 
 �� ����	�	����
����� � �� �′ �� ���� ����� � ��� �� � ������ ��� ��� �������� �� ������� � ��
 ��
�� ���� ��� ��� ���
� ��� �� ���� ���������� ���� � �� �′ ���� ���� ���� ������ ���
��� �� ��� �� 
 ����
 ���� �� �������� �



� �� � ��� ��� �� 
��� ��� � ��� � ���� �� �

� �� ���� ���� ���� ��� ��� � � ���
� �� �� �
����� �� �� ������� ����

� � ���
 ��� ������
 � �� ��
����� ����� �������� ��� 
 ��� ��� �� 
�� � V (λ)
�

$� ���� ���� ��� vλ
��� �� ������� �� ���� ���� � ���� ��� � V (λ) �� ��� ���

���� ������ � ���������� �

πλ : U(n−) −→ V (λ)
u 7→ uvλ

��� ���� ����� �
ker πλ :=

∑

i

U(n−)F λi+1
i

�$ ��� λi
���� ��� ����������� �� λ ��� � �� ���� ��� � ���� �����
 ������ � � #�#

λ = λ1$1 + λ2$2 + · · ·+ λn$n

$� � ��� �
B(λ) = B \

(
B ∩

∑

i

U(n−)F λi+1
i

)

���	��� � � � � � ����
B(λ)vλ

�¢� � � ��¢� ��
V (λ)� �� � ��¢ ���� � �¢ ¢� �

��¢ �������¢ �� ����¢ #
�� ���� ��
 � ������
 � �������� ��� 
 ��� ��� �� ( �
 �*��� Vw(λ)

�
���	��� � � � �� � ���� � ��� ����

w ∈W � �� �� �¢ �� � ¢��¢��¢����� Bw ⊂ B��� ��� ���� ����
λ ∈ P+ � � ��¢ �� ��� (Bw ∩ B(λ)

)
vλ

�¢� � � ��¢� ��
Vw(λ)

#

$� ���� Bw(λ) := Bw ∩ B(λ)
� ���� ������� ��� �������� � �� ����� �������

B(λ) � ��� B(λ)vλ
�� Bw(λ) � ��� Bw(λ)vλ

�
$� ������� ��� vwλ

� ������� ���
 ��� �� Bw(λ) �� � ���� w(λ)
� � �
 ������

��� ��� ���
 ��� ��� ������ �� ���� ������ � �������� ���� ��� ���� ��� vλ
���

������ � � ����
 ��� vlow
λ = vw0λ

��� � ����
 ��� �� ���� ��� � ���� ��� � B(λ)
�

� �� �� ����� �� ������� ��
B(λ)

� �� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� �� ��
� ������ � ��� ���� ���
�� ��
� ��� B(λ) �� Bw

� � ���� �� ��� ���� ����� � �������� �� ��� � ����� ������� �
) ���� � � �� 
 �� ���� �� � λ �� � ���� ��
 ����� � �� b �� ���
 ��� �� B(λ)

�
� ���� � (t1, · · · , tN ) = c�(b) ��� ����
����� �� ������ � (t′1, · · · , t

′
N ) = b−1

� (b)��� ����
����� �� ���*��� �� b
� �� � �(b) ��� � ���� �  ���� ��� � �������� � ��

���������� 
 �	 �
� �
� �(b) = λ− (t1αi1 + t2αi2 + · · ·+ tNαiN )

= λ− (t′1β�,1 + t′2β�,2 + · · ·+ t′Nβ�,N )
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�� ����
 ���������� �� ������ ��� ���
 ���� �� �� ���� ��������� � ���
���������� %���
 �������� % ��
 ������ ��� � ���� � 
 �� ���� �� � �� ���� �

C� := c�(B)
C�(λ) := c�(B(λ))
Cw
� := c�(Bw)
Cw
� (λ) := c�(Bw(λ))

�
 ���

���	��� � � � � � ����
��	 � ��¢ �� ��� C�(λ)

�¢� � ��¢ �� ��� ��¢ � �� �¢ � ��������¢ � ��¡��¢ � ��
���� ��� � ����� �� ����� � ��

RN #
���	 
 � � �¢� ���� �� �

w � ����¢ Cw
� = C� ∩NN−`(w) �¢� � � � ��� �� �� �

C�
��

Cw
� (λ)

�¢� � � � ��� �� ���� ��� �
C�(λ)

#

( � ���� � �� ������� ��� ����
 ���������� � �� ������ ��� ���
 ���� �����
 ���
vwλ

������ ��� ������� �� 
 �� ���� �� ������ � w �
� �	$	� �� �	� � � �� � ���� 
 ���

si1si2 · · · sip

� � �������¢���� ������� ���� �
w ∈W

�� � � � �� ������ ���� �� �
w � ����¢ � ����� � �

vwλ
� ���� ����� ¡���¢

� �����¢
c�(vwλ) = (t1, t2, · · · , tp, 0, · · · , 0)

�� �
t1 = 〈si1w(λ), α∨

i1〉, t2 = 〈si2si1w(λ), α∨
i2〉, . . . , tp = 〈λ, α∨

ip〉

+�,� � �� ��� ����������� �� ��������� ��� ����
 ���������� � �� � ����
 ��� ��
���� ��� � ���� vlow

λ
�� B(λ)

� ��� ����
����� �� ������ � ����������� ��

 �
�� ��� ������� ���� �� �� ���� ������� ��	������ � ��� ����
����� �� ���*��� ���
��� ����� ��� ��� � ��� �
� �	$	� �� �	� � � �� � 
��� �

= (i1, i2, · · · , iN )
� � �� ������ ��

w0
� ��

vlow
λ� ����� � � �� � ��¢ ��¢ ����¢ ��

B(λ)� ����¢ �

c�(vlow
λ ) =

(
〈λ∗, si1si2 · · · sik−1

(α∨
ik

)〉
)

1≤k≤N

b−1
� (vlow

λ ) =
(
〈λ∗, α∨

ik
〉
)

1≤k≤N

�
 ���

� �� �� ����
�� �� ��������
���� λ �� � ���� ��
 ����� � $� ��,��� ��� �� �������� �� � �������� f̃i

�
ẽi

�
1 ≤ i ≤ n ��� B(λ) ��� �

f̃i : B(λ) −→ B(λ) t {0},

bvλ 7→ f̃i(b)vλ

ẽi : B(λ) −→ B(λ) t {0}
bvλ 7→ ẽi(b)vλ

�� � ���  � ���¢ ��� ��
Gλ

�� V (λ) ��� �� ������ ������ ��� {1, 2, · · · , n}��,��� ��� �
� ��

 ��� � ��� ���
 ���� b ∈ B(λ)
� ������ � b

i
−→ b′ �� �� ��� ��
 ��� �� b′ = f̃i(b)

�
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��� ��� � ��� � ���� �� �

� �� ����� � � �� � ( ������ �� ���� ������� 
 �
 �� ���� � �� ������ ��� ������� �
$� ���� �

εi(b) := max{k/ ẽk
i (b) 6= 0}, ϕi(b) := max{k/ f̃k

i (b) 6= 0} �
 ���
���� λ �� µ ���� ����� ��
 ������ � $� ��,��� ��� �� �������� f̃i

�
ẽi

�
1 ≤ i ≤

n
� ��� B(λ)⊗ B(µ) ��� �

∀b1 ⊗ b2 ∈ B(λ)⊗B(µ) �

f̃i(b1 ⊗ b2) =







f̃i(b1)⊗ b2
¢�

ϕi(b1) > εi(b2)

b1 ⊗ f̃i(b2)
¢�

ϕi(b1) ≤ εi(b2)

ẽi(b1 ⊗ b2) =

{

ẽi(b1)⊗ b2
¢�

ϕi(b1) ≥ εi(b2)

b1 ⊗ ẽi(b2)
¢�

ϕi(b1) < εi(b2)

$� � ��� ��� ���� ��� �� 
 ������ �������� �� ������ ����������
Gλ⊗µ

��
V (λ)⊗ V (µ)

�
��� ������� � �� ����
� ������� �� ��
� ������� ���������� ��� �

V (λ)⊗ V (µ) =
⊕

ν∈D(λ,µ)

V (ν)

�$ � ��� ��
� �� D(λ, µ) � ��� �������� ��� ��� ������� � �

�� ����������� �� ������ ��� ��� � � �������� �
���	��� � � � �� � ����
��	

Gλ⊗µ =
⊔

ν∈D(λ,µ)

Gν

���	
D(λ, µ) = {λ + � �(b), b ∈ B(µ) / εi(b) ≤ 〈λ, α∨

i 〉,∀1 ≤ i ≤ n}

� �� ����� � � � � �� ������ ����������
Gλ+µ

�� ���� �� ��� �������
Gλ

��
Gµ

�
� ���� �� ��
� ������ ������� �� 1⊗ 1 ��� � �� ������

Gλ⊗µ
�

� �� ����� � � �� � ����������� �� ������
Gµ

� �� � ��� �����
 ���� ����
 ���
� ��� ��
� �� D(λ, µ)

� � ��� ���� λ �� ��� �� �� ���� ��� ��� ��
� ������� �������	
��� ��� �� V (λ)⊗ V (µ)

�

� �� �� ��� ����� �� ����
( �� � �� ���������� �� ,�� g = sln+1(C)

� ( �� � �� ��� �� ������� ��� ��	
������������ � � ��� � �������� ��� �� ��
� �������� ��� ��� ����� �� ����� � $�
����� ��� �� ���� ����� �� ��
� �������� ��� ��� ����� �� ����� �� ����� �����
��� ��� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� �
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� ��� �� �	� � � �� � ���� λ = λ1$1 + λ2$2 + · · · λn$n
�� ���
 ��� �� P+ �

�� ��� ���� ��� ���� �� ����� �� ���
 � λ �� ��� ���� ������ �� 
 ������ � ��
� � �� �� ������� �� �� ������ λn

�������� � n ������ � �� �� λn−1
�������� �

n− 1 ������ � ��� ��� � ���� �� λ1
�������� � 	 ����� �

���� �� �	� � � � � �� ��� ���� �� ����� �� ���
 � λ ��� ��� ��
 �	��������
� ��� ��� ��
��� ���� ��� ������� �� 	 � n + 1 �� ����� ��� �� ���� �������
 ���
��������� ��� ��� �������� �� ��������� ��� ��� ������ �
����$�� � � �� � ���� n ≥ 3

� �� ��� ���� �� ����� ��� �� ��� ���� �� �����
��
 �	�������� �� ���
 � 2$1 + 2$2 + $3

�
1 2 2 3 4
2 3 4
4

$� ���� Y (λ) � ��� ��
� �� ��� ��� ����� �� ����� ��
 �	��������� �� ���
 �
λ
� � �������� � 
 ����� � �
�� � ��

 ��� ������,�� ��� �� ��
� ��� Y (λ) �� B(λ)

�
� ���� � �

Y (λ) −→ B(λ)

T 7→ bT

�� ��
� �������� ��� ��� ����� �� ����� ��� �� ��� ������� ���� �� �����
������ ��� ��� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� � +� �- �� � ��� � �� ���
�

n
� ����
 ��� w0

� ��� ����
� ������� ���� ��� ��
 ������ �� ����� �� 
 �� �
�
= (1, 2, 1, · · · , n, n− 1, · · · , 2, 1)

$� ��� ����� �� 
 �� ��� ������ ¢�������
���� T ∈ Y (λ)

� ����� � �
(t11, t12, t22, t13, t23, t33 · · · , t1n, · · · , tnn) = b−1

� (bT )

��� ����
����� �� ���*��� �� � ����
 ��� bT
����� �� 
 �� �������� � � �� �

(c11, c22, c12, c33, c23, c13 · · · , cnn, · · · , c1n) = c�(bT )

��� ����
����� �� ������ ����� �� 
 �� �������� �

� �	$	� �� �	� � � � � ��� � ��� ��¢ ������¢ �����¢¢�¢ �

tij = ( �� �� ��� ��
j + 1

��¢ �� i
�¡� � ��� � �� �

), i ≤ j

cij = ( �� �� ��� ��
j + 1

��¢ ��¢ i � ��� �¡��¢ ��� �¢ �� �
), i ≤ j

+� ���������� �� � ��� ������ ��� ����������� � R−�
�

�� R�
−�

�
�	�	 ��� ��� � � �� � � ��� ��¢ ������¢ �����¢¢�¢ �

tij = cij − ci−1,j , 1 ≤ i ≤ j ≤ n

cij = t1j + t2j + · · ·+ tij, 1 ≤ i ≤ j ≤ n



� �� �� ��� � � � ���� ��� �� 
��� � ��� sl3(C)
�

� �
 ����� �� � ��� ���� ���� � �

sl3(C)

����� ���� � ��� ����� ��� ��� � �
�� � $� ����� ��� �� ������ ��� ����� �� � ����
� ������� ���
���� �� � ������ ��� � � ���� ��� ���
��� ���� � ���� �
� �� �� ���� ��������� ����

Uq(n
−)

( �� � ����� ������� g = sl3(C)
� +� �� ����� �� ��� ��������� ������ ��� � ��

������� ���������� �� ����� �� �� ���� ��������� �� Uq(n
−)

�
$� ���� ���� ��� Uq(n

−) ��� ��� ������� ����������� ��������� ��� ����
���
 ���� F1

�� F2
������������ ��� �������� � �� ����� ���������� �� ������� �

{

F 2
1 F2 − (q + q−1)F1F2F1 + F2F

2
1 = 0

F 2
2 F1 − (q + q−1)F2F1F2 + F1F

2
2 = 0

�
 �	��
���������� � �� 
 �� ���� �� �������� �

= (1, 2, 1)
� ���� ���� ����� ���

���
 ������� ��� ������� ��������� �

β1 = α1, β2 = s1(α2) = α1 + α2, β3 = s1s2(α1) = α2

� �� ���
 ���� Fβ
������� ������ �� ����� ���� ��� �

Fβ1 = F1, Fβ2 = T1(F2), Fβ3 = T1T2(F1)

�$ T1
�� T2

���� ��� ����
 ������
 �� �� ������� ��,��� ��� �
 �
� � $� ����
� ����� �� ��� � ��� Fβ3 = T1T2(F1) = F2

��� β3
��� �� ������ ��
��� α2

� � ����
� ����� ��� T1(F2)

� �� ������� �

T1(F2) = F2F1 − qF1F2 =: F12

$� ��
 ����� ������
 ��� ��� �������� � �� q	��

������� �� ������� �

F1F12 = q−1F12F1, F2F12 = qF12F2
�
 �		�

��� 
 �� 
 �� F
(a,b,c)
121 := F

(a)
1 F

(b)
12 F

(c)
2

�
(a, b, c) ∈ N3 � ���
 ��� ��� ���� ��


�� Uq(n
−) ���� ��� �� 
 �� ���� �� (1, 2, 1)

�
� � ��� ��� 
 ��������� �� ������� � ��� ���� (a, b, c) ∈ N3 �� ���
 ���

b121(a, b, c) ��� ��� �
{

b121(a, b, c) = b121(a, b, c)

b121(a, b, c) = F
(a,b,c)
121 +

∑

s csF
(s)
121,

���� cs ∈ qZ[q]

�
 �	
�

$� �� 
 ������ �
� �	$	� �� �	� � �� � �

∀(a, b, c) ∈ N3 �

b121(a, b, c) =







F
(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1 ,

¢�
a ≤ c

F
(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2 ,

¢�
a > c
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� ����� � � ����� ��� �� ����
� ���� ��� 
 �� 
 �� F
(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1

�� F
(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2��� � �� ���� ��
 ��	������ � ���� �� ����� �� ��

 ���� ��� ���� ��� �� ����
 	

� ������� �� ������ �
#	��� �� � � �

∀s ∈ N, ∀r ∈ N,

F
(r)
2 F

(s)
1 =

∑

0≤n≤min(r,s)

q(r−n)(s−n)F
(s−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2

�� ���
� �� ��� ������ �� rs = 0
� $� ������� ��� ���������� ��� s �

�s = 1 � �� ���� 
 ������ ��� � ��� ���� r ≥ 1 �� � �

F
(r)
2 F1 = qrF1F

(r)
2 + F12F

(r−1)
2

$� �������� ����� ��� ���������� ��� r
� ���� �� ���� ��� � ��& �� ���� �� ���������

�� ��,������ �� F12
�� ��� �������� � �� q	��

������� �
 �		� �

������ �� ���� s � 
 ������ � �� ���
� �� �� ���� s + 1
� $� ���� m = min(r, s)

�

F
(r)
2 F

(s+1)
1 = [s + 1]−1F

(r)
2 F

(s)
1 F1

= [s + 1]−1
∑

0≤n≤m

q(r−n)(s−n)F
(s−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2 F1

︸ ︷︷ ︸

=:tn

$� ������� �� ���� ��� �� ���
� �� ��� ����� � ��� ���� r ����� s = 1
� � ��� ��	

������ �� ����� �� ���
 � ������� tn
��� � �� ��

 � �� ������ � �� �� �� �������� �

�� �� ��������� �

F
(s−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2 F1

= F
(s−n)
1 F

(n)
12 (qr−nF1F

(r−n)
2 + F12F

(r−n−1)
2 )

= q(r−n)F
(s−n)
1 F

(n)
12 F1F

(r−n)
2 + F

(s−n)
1 F

(n)
12 F12F

(r−n−1)
2

= [s + 1− n]q(r−n)qnF
(s+1−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2 + [n + 1]F

(s−n)
1 F

(n+1)
12 F

(r−n−1)
2

$� 
� ���� ��� ��� q(r−n)(s−n) � ��� ����� tn
� �� �� ���������� ��� �� �������� ��

q �

tn = [s + 1− n]qnq(r−n)(s+1−n)F
(s+1−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2 +

[n + 1]q(s−n)q(r−(n+1))(s+1−(n+1))F
(s+1−(n+1))
1 F

(n+1)
12 F

(r−(n+1))
2

+� � ����� an = q(r−n)(s+1−n)F
(s+1−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2

� �� ��
 ����� �� ���
 �
��� �� �� ���
 � �

tn = [s + 1− n]qnan + [n + 1]q(s−n)an+1

+� ������� �� ��

 � �� ��� ���
 �� �� 0 � m
� �� ������� �
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�

∑

0≤n≤m

tn =
∑

0≤n≤m

(

[s + 1− n]qnan + [n + 1]q(s−n)an+1

)

= [s + 1]a0 +
∑

1≤n≤m

([s + 1− n]qn + [n]q(s+1−n)

︸ ︷︷ ︸

[s+1]

)an + [m + 1]q(s−m)am+1

=
∑

0≤n≤m

[s + 1]an + [m + 1]q(s−m)am+1

�� s < r
� �� � [m + 1]q(s−m)am+1 = [s + 1]am+1

�� m + 1 = min(r, s + 1) !����� r ≥ s + 1
� �� �� � [m + 1]q(s−m)am+1 = 0 �� m = min(r, s + 1)

�
( �� � ���� ��� ��� �� � ��� �������� �� ������� ���
 � ���� �� ����� ��

 � � ��
����� ��� �

∑

0≤n≤m

tn =
∑

0≤n≤min(r,s+1)

[s + 1]an

+� ���� � ,����
 ��� �

F
(r)
2 F

(s+1)
1 = [s + 1]−1

∑

0≤n≤min(r,s+1)

[s + 1]an

=
∑

0≤n≤min(r,s+1)

an

=
∑

0≤n≤min(r,s+1)

q(r−n)(s+1−n)F
(s+1−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n)
2

�� �� � ���� ��� �� ���
� �� 
 �	� �� ���� s + 1
�

$� � ��� ������
 ��� ���� ��� �� �� ���
� �� 
 �	� � ��� ���� ���
� ��� �� ������� �
#	��� �� � �� �

∀t ∈ N, ∀s ∈ N, ∀r ∈ N,

F
(r)
2 F

(s)
1 F

(t)
2 =

∑

0≤n≤min(r,s)

q(r−n)(s−n)

[
r − n + t

r − n

]

F
(s−n)
1 F

(n)
12 F

(r−n+t)
2

#	��� �� � �� �
∀t ∈ N, ∀s ∈ N, ∀r ∈ N,

F
(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1 =

∑

0≤n≤min(s,t)

q(t−n)(s−n)

[
r + t− n

t− n

]

F
(r+t−n)
1 F

(n)
12 F

(s−n)
2

$� � ���������� 
 ��������� ��� ����������� ��� 
 �� 
 �� F
(r)
2 F

(s)
1 F

(t)
2

��
F

(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1

��� � �� ���� ��
 � $� ������� �� ���� ���� �����
 ������ ����������
��� �� �& ������ � �� 
 ���� ���������� �
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���� � � �� �� �
∀a ∈ N, k ∈ N�

qak

[
a + k

a

]

= 1 + qZ[q] �
 �	��

$� �� 
 ������ �� ���� ���� ��� ��� ���������� ��� (a, k)
� �� ���
� �� ���

���� ���� �� a �� k ��� �� � �
��� k = 1

� �����

qa

[
a + 1

a

]

= qa[a + 1] = qa(q−a + q2−a + · · · + qa−2 + qa)

= 1 + q2 + · · · + q2a

︸ ︷︷ ︸

∈qZ[q]

�� ���
� �� ��� ����� � ��� ���� ��� ������� �� �� ���
 � (a, 1)
�
a ∈ N

�
��� a = 1

� �� 
 ����� �� 
�
 � ��� �� ���
� �� ��� ����� � ��� ���� ��� �������
�� �� ���
 � (1, k)

�
k ∈ N

�
������� a ∈ N

�� k ∈ N
� �� ������� �� ���
� �� ����� � ��� ��� ������� (a, k−1)�� (a − 1, k)

� � ������ � �� ����� ��� ����� � ��� (a, k)
� �� ����� � ������ �����

�� �������� ��������� �� �� ���
� �� �� � �� 
 � �
[
a + k

a

]

= q−a

[
a + k − 1

a

]

+ qk+1

[
a + k − 1

a− 1

]

$� ������� �� ��������� � ���� ������ �

qak

[
a + k

a

]

= qa(k−1)

[
a + k − 1

a

]

︸ ︷︷ ︸

∈1+qZ(q)

+q2k+1 q(a−1)k

[
a + k − 1

a− 1

]

︸ ︷︷ ︸

∈1+qZ(q)

= 1 + qZ[q]

�� ��

 � ��� ��
 ����� �
��� ������� � �� 
 �� 
 � F

(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1

���� s ≥ r+t
� $� � ����� min(s, t) =

t
� �� ���
� �� 
 �	� � ������ �

F
(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1 = F

(r)
1 F

(t)
12 F

(s−t)
2 +

∑

0≤n<t

cn
r,s,t(q)F

(r+t−n)
1 F

(n)
12 F

(s−n)
2

�$ � ��� � � ��� cn
r,s,t(q) := q(t−n)(s−n)

[
r+t−n

t−n

] �
��
��� ���� �� ���� ��� s ≥ r + t �� 1 ≤ n < t

� �� ��� �� ��

 � 
 �� �
 ��
�� ���� �� �

cn
r,s,t(q) = q(t−n)(s−n−r) qr(t−n)

[
r + t− n

t− n

]

︸ ︷︷ ︸

∈1+qZ[q]

∈ qZ[q]
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( � ���� � �� ��� ����� ��� F
(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1

��� ���� �� ��� � �����
 ������
 � ��� �
� ���� ���� �� ���
 ��� �� �� ���� ��������� � ��� ��� �������� � �� 
 �	
 �
F

(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1 = b121(r, t, s − t)

�
+� ���������� � �� ������� ��� b121(a, b, c) = F

(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1

�� a ≤ c
� ��

�� � ��� �� ���
 ��� ��� �� �� ���� ������� 
 �� �	 �
( � 
�
 � � �� ��� �������� �� 
 �� 
 � F

(r)
2 F

(s)
1 F

(t)
2

���� s ≥ r + t
� ��

������ ����� � �� ���
� �� 
 �	� �� �� ��

 � 
 �� �
 ��� � ���� � ����
 ��� �� �� ����
��������� b121(s− r, r, t)

�
+� ���������� � �� ������� b121(a, b, c) = F

(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2

� �� a ≥ c
� �� �� �

���
 ��� �� ��
 �� �������� �� �� ���� ������� 
 �� �	 �
�$� � ��� ��
 ������ �� ��������� ��� �������� � �� ����� ��� �� a = c

�

F
(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1 = F

(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2

�	�� ��� �	� � �� ���� ��������� �� Uq(n
−) ��� � �� ���

sl3(C) ��� �

B =
{

F
(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1 , a ≤ c

}⋃{

F
(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2 , a ≥ c

} �
 �	��

� �� �� ���� ��������� ����
U(n−)

+� �� ���������� �� ���� ���� ��	������ � q = 1
� �� ������� �

B =
{

F a
1 F b+c

2 F b
1 , a ≤ c

}⋃{

F b
2F a+b

1 F c
2 , a ≥ c

}

� ��� ���� � ��� ��� �������� � �� ����� ���� ��� �� ������� �
{

F 2
1 F2 − 2F1F2F1 + F2F

2
1 = 0

F 2
2 F1 − 2F2F1F2 + F1F

2
2 = 0

�
 �	��

�� � ��� ��� � ��� � ������ F a
1 F b+c

2 F b
1 = F b

2F a+b
1 F c

2
�� a = c

�

� �� �� ����� ����
V (λ)

+� ������� � �� λ = λ1$1 +λ2$2 + · · ·+λn$n
��� �� ����� ��
 ����� � �����

�� ���� ��������� B(λ) �� 
 ��� �� V (λ) ��� �

B(λ) = B \
(
B ∩

∑

i

U(n−)F λi+1
i

)

"�� � ��� � �� ��� sl3(C)
� �� λ = λ1$1 + λ2$2

� �� � �

B(λ) = B \ (U(n−)F λ1+1
1 + U(n−)F λ2+1

2 )
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����$�� � �� � � ������ � λ = $1 + $2
�

B(λ) =
{
1, F1, F2F1, F 2

2 F1, F1F
2
2 F1, F2, F1F2, F 2

1 F2

}

$� ���� ������
 ��� ��� ��� ���
 ���� ���� � ��� ��� � B(λ)
� �� 
 ����� �� ���

� �� �� � ��� � ������� � ���� �� ��������� ��� �������� � �� ����� � ���� �� �� �����	
���� ��� dim V (λ) = 8

�
$� � ��� ������ ����� ����
����� �� ���*��� ����� �

= (1, 2, 1)
� �� ���������

�� ���� ������� 
 �� �	 � $� � �

1 = b121(0, 0, 0)

F1 = b121(1, 0, 0)

F2F1 = b121(0, 1, 0)

F 2
2 F1 = b121(0, 1, 1)

F1F
2
2 F1 = b121(1, 1, 1)

F2 = b121(0, 0, 1)

F1F2 = b121(1, 0, 1)

F 2
1 F2 = b121(2, 0, 1)

� �� �� �
���� �� �� � � ���� �
( �� � ��� ������� � ����������� �� � ���� �� ����� �� �

= (1, 2, 1)
� $� � ���

�������� �� �� � �� ����� � ��� �
= (2, 1, 2)

� � ����
 ������� ��� ������� � ��������
��� ���� �

β1 = α2, β2 = s2(α1) = α1 + α2, β3 = α1

��� ���
 ���� Fβ
���� ���� ���� �

Fβ1 = F2, Fβ2 = F1F2 − qF2F1 =: F21, Fβ3 = F1

$� ��������� ���� �� ���� ��
 {F
(a)
2 F

(b)
21 F

(c)
1 , (a, b, c) ∈ N3}

� $� ��
 �����
��� ������ ��� �������� � �� ���
� ��� �� ��� ������� ���� ��������� ��� �����	
������ ��� �� � ��
������� 1↔ 2

� $� ������� ��� �� ��� ���
� ��� ��������� ���
)��
� ��� 
 �	� �� 
 �	� �






F
(r)
1 F

(s)
2 F

(t)
1 =

∑

0≤n≤min(r,s)

q(r−n)(s−n)

[
r − n + t

r − n

]

F
(s−n)
2 F

(n)
21 F

(r−n+t)
1

F
(r)
2 F

(s)
1 F

(t)
2 =

∑

0≤n≤min(s,t)

q(t−n)(s−n)

[
r + t− n

t− n

]

F
(r+t−n)
2 F

(n)
21 F

(s−n)
1

+� ��� ��� 
 �
 �� ����
 ���� ��� �������

 ��� � �� �� ���� �� �

b212(a
′, b′, c′) =

{

F
(a′)
2 F

(b′+c′)
1 F

(b′)
2 , �� a′ ≤ c′

F
(b′)
1 F

(a′+b′)
2 F

(c′)
1 , �� a′ > c′
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��

$� � ��� ����� ���� ��� ��� ���
� ��� �� ������
 ��� �� ����
����� ��� a ≤ c
�

b121(a, b, c) = F
(a)
1 F

(b+c)
2 F

(b)
1

= F
(a)
1 F

((b+c−a)+a)
2 F

(b)
1

= b212(b + c− a, a, b)

�� a > c
�

b121(a, b, c) = F
(b)
2 F

(a+b)
1 F

(c)
2

= F
(b)
2 F

(c+(a+b−c))
1 F

(c)
2

= b212(b, c, a + b− c)

�� �� � �� ����
 � �� �

b121(a, b, c) = b212(b + c−min(a, c), min(a, c), a + b−min(a, c)) �
 �	��
����$�� � �� �� �

1 = b212(0, 0, 0)

F1 = b212(0, 0, 1)

F2F1 = b212(1, 0, 1)

F 2
2 F1 = b212(2, 0, 1)

F1F
2
2 F1 = b212(1, 1, 1)

F2 = b212(1, 0, 0)

F1F2 = b212(0, 1, 0)

F 2
1 F2 = b212(0, 1, 1)

�� ������������ �� � ������������ �� ������
 ���������� �
 �	�� � ��
 �� ��
������ �� ������ ���������� ��� ����� B(λ)

�
����$�� � �� �� � ! ����� ���������� �� V ($1 + $2)

�
���� ������ �� ������ �� ���� �� �� ��� �� �������� f̃1

�� f̃2
��� ��� ���
 ���� �

1, F1, F2F1, F 2
2 F1, F1F

2
2 F1, F2, F1F2, F 2

1 F2

��� ���
��� �






f̃1(F1F2) = f̃1b121(1, 0, 1) = b121(0, 0, 1)
= F2

f̃2(F2F1) = f̃2b121(0, 1, 0) = f̃2b212(1, 0, 1) = b212(0, 0, 1)
= F1

· · ·

$� ������� �� ������ ) ����� 
 �	 �
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(1, 2, 1)

(1, 1, 1)
2 3
3

(0, 2, 1)

(0, 1, 1)
1 3
3

(0, 1, 1)

(0, 1, 0)
1 3
2

(1, 0, 0)

(1, 0, 0)
1 2
2

f̃1

c�(0, 0, 0)
b−1
� (0, 0, 0)

1 1
2

f̃2

(0, 1, 0)

(0, 0, 1)
1 1
3

(1, 1, 0)

(1, 0, 1)
1 2
3

(2, 1, 0)

(2, 0, 1)
2 2
3

� �� � 
 �	 � ! ����� ���������� �� B($1 +$2)
� ����
 ���������� � ��� ���
 ���� ��

B($1 + $2)
� ��� �

= (1, 2, 1)
�

� �� �� ����� �� ������� �� ������

���� ����� ��� ��� ����
����� �� ������ � ��� ���
 ��� �� �� ���� ��������� �
�� ������� �� ��,������ ������ �� 
 �
 �� �� �� ����� � ������ �� 
 �	� !

����� � (a′, b′, c′) = c121(b121(a, b, c))
� $� ������� �
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a′ = ε1

(
b121(a, b, c)

)
= a

b′ = ε2

(
b121(0, b, c)

)
= ε2

(
b212(b + c, 0, b)

)
= b + c

c′ = ε1

(
b212(0, 0, b)

)
= ε1

(
b121(b, 0, 0)

)
= b

�
 �
��

�� ������ �






a = a′

b = c′

c = b′ − c′

�
 �
 	�

����$�� � �� �� � ��� ����
����� �� ������ ��� ���
 ���� �� B($1 +$2)
���� �

1 = c−1
121(0, 0, 0)

F1 = c−1
121(1, 0, 0)

F2F1 = c−1
121(0, 1, 1)

F 2
2 F1 = c−1

121(0, 2, 1)

F1F
2
2 F1 = c−1

121(1, 2, 1)

F2 = c−1
121(0, 1, 0)

F1F2 = c−1
121(1, 1, 0)

F 2
1 F2 = c−1

121(2, 1, 0)

$� � ��� �����
 ��� ����� ��� ��� ���
� ��� ���������� � ��� ��� ������
 ����
(a′′, b′′, c′′) = c212(c

−1
121(a

′, b′, c′)) = c212(b121(a, b, c))
� �� ��������� ��� ���
� ���

�
 �	�� ��� ��� �������� � �
 �
�� �� �
 �
 	� �






a′′ = ε2(c
−1
121(a

′, b′, c′)) = ε2(b121(a, b, c))

= ε2(b212(b + c−min(a, c), min(a, c), a + b−min(a, c))

= b + c−min(a, c)

= b′ −min(a′, b′ − c′) = b′ + c′ −min(a′ + c′, b′)

b′′ = ε1 (b212(0, min(a, c), a + b−min(a, c)))

= ε1(b121(a + b, 0, min(a, c))

= a + b

= a′ + c′

c′′ = ε2(b121(0, 0, min(a, c))

= ε2 (b212(min(a, c), 0, 0))

= min(a, c)

= min(a′, b′ − c′) = min(a′ + c′, b′)− c′

�
 �

�
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� �� ���� ���� ���� �� �� � �  � ���
� ⊕
V (λ)∗

$� ��� ������ � ������� ⊕
λ∈P+ V (λ)∗

� ��� ������ ��� ���������
 ��� 
���
� ���� ��������� �� U(g)	
 ��� �� � 
 ��� ����� � ���� ��������� ��

C
	������� ��
 	

����� �� ���� �� ���� ��������� ������� � � ���� �� ��� ���� ����� � �������� ��� �
�� �� ��� �

� �	
� �� ��� ⊕
λ∈P+ V (λ)∗

"

���� λ �� µ ���� � ���� ��
 ������ � "� ��& � �� ��,��� �� ����� �� �� ����
���
 ���� ��
 ������ ξ �� ξ′ ���� ξ ∈ V (λ)∗

�
ξ′ ∈ V (µ)∗

�
$� ���� ���� ��� �� ��������� �� U(g)	
 ��� �� ��� V (λ)⊗ V (µ) ��� ������

��� �� ������� �� ∆ ��� U(g)
� ����
 ��� ��� � � ��� ���� g ∈ U(g)

� �� �� �����
∆(g) = g(1) ⊗ g(2)

��������� � �� ��������� � �� � �

g · v ⊗ w = ∆(g)v ⊗ w = g(1)v ⊗ g(2)w

$� ��� ������ 
 ��������� �� 
 ������
 � �� U(g)	
 ��� ��� �� ����� �

p : V (λ + µ) −→ V (λ)⊗ V (µ)
vλ+µ 7−→ vλ ⊗ vµ

$� ���� ξξ′ = p∗(ξ ⊗ ξ′)
� �$ p∗ ��� �� 
 ������
 � ������� �

p∗ : V (λ)∗ ⊗ V (µ)∗ −→ V (λ + µ)∗

���� ���	� ���� 
� ⊕
λ∈P+ V (λ)∗

"

$� ��� ������ U(n−)∗ �� ���� ,�� �� U(n−) �� �� ���� B∗ ⊂ U(n−)∗ ��
���� ����� �� B � ���� ���� b ∈ B

� �� ������� ��� b∗ � ����
 ��� �� B∗ ����,���
〈b∗, b′〉 = δb,b′

� ��� ���� b′ ∈ B
�

$� ,�� �� � ���� ��
 ����� λ
�

$� ��� ������ �� ���� ������ ��������� �

πλ : U(n−) � V (λ)
u 7→ uvλ

�� 
 ������
 � ��� ���� ����� ��� ��� ������ �

π∗
λ : V (λ)∗ ↪→ U(n−)∗

�� b ∈ B(λ)
� �� ������� ��� ξλ(b∗) � ����
 ��� �� V (λ)∗ ���� �� bvλ

� � #� #
〈ξλ(b∗), b′vλ〉 = δb,b′

� ��� ���� b′ ∈ B
�

$� ����,� ����
 ��� ��� �

∀ b ∈ B(λ), π∗
λ(ξλ(b∗)) = b∗



� �� � ��� ��� �� 
��� ����� �� � ���� ���� ⊕V (λ)∗
��

+� �- �� � � ��� ���� b′ ∈ B �

〈π∗
λ(ξλ(b∗)) , b′〉 = 〈ξλ(b∗) , πλ(b′)〉

= 〈ξλ(b∗) , b′vλ〉

= δb,b′

= 〈b∗ , b′〉

+� ������ ξλ(b∗) = 0 �� b ∈ B \ B(λ)
� �� �� ����������� ��� ���������

ξλ : U(n−)∗ → V (λ)∗
� �� ������� �� ������� � ������ � ��� π∗

λ

�

� ��� ��
� �� {ξλ(b∗), b ∈ B(λ), λ ∈ P+} ��� ��� ���� �� ⊕
λ∈P+ V (λ)∗ ��	

� ���� ��¢ � ��� �����

� �	
� �� ��� ��� ���� ���� 
� ���� "

� � ����� �� �� ⊕
λ∈P+ V (λ)∗ ��� ��
����� �� ���� ��� ����� ����������

�������� � � ��� �������
 ��� � � ��� ���� b, b′, b′′ ∈ B �� ��,��� ��� �� �& ������
db′′

b,b′
��� �� ����
� ������� �� ����� �� b∗b′∗ ��� � �� ���� B∗ �

b∗b′∗ =
∑

b′′∈B

db′′

b,b′b
′′∗

� ��� ���� � ��� �� ����� �� ��� U(n−)∗ ��� ����� ��� �� ������� �� �� U(n−)
�

�����
 ��� ��� � ��� �� �& ������ db′′

b,b′
��������� �����
 ��� �

∆(b′′) =
∑

b,b′∈B

db′′

b,b′b⊗ b′

��� ��� �������� � � �� � �

� �	$	� �� �	� � �� � � � ��� ����
b ∈ B(λ), b′ ∈ B(µ)

�

ξλ(b∗)ξµ(b′∗) = ξλ+µ(b∗b′∗)

� ����� � ) ���� � b, b′ ∈ B
� ���� 
 ������ � �������� ��	������ � �� ��& � � ��������

������ ��� 
 �
���� ��� �� ���
 ��� b′′vλ+µ
�� �� ���� �� V (λ + µ)

�
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����

( ���� ���� �

〈ξλ(b∗)ξµ(b′∗) , b′′vλ+µ〉 =
〈
p∗(ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗)) , b′′vλ+µ

〉

=
〈
ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗) , p(b′′vλ+µ)

〉

=
〈
ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗) , b′′p(vλ+µ)

〉

=
〈
ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗) , ∆(b′′)(vλ ⊗ vµ)

〉

=
〈
ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗) ,

( ∑

b1,b2∈B

db′′

b1,b2b1 ⊗ b2

)

(vλ ⊗ vµ)
〉

=
〈
ξλ(b∗)⊗ ξµ(b′∗) ,

∑

b1,b2∈B

db′′

b1,b2b1vλ ⊗ b2vµ

〉

=
∑

b1,b2∈B

db′′

b1,b2〈ξλ(b∗) , b1vλ〉〈ξµ(b′∗) , b2vµ〉

= db′′

b,b′

( ������ ���� � �� � ����� �

〈ξλ+µ(b∗b′∗), b′′vλ+µ〉 = 〈
∑

b3∈B

db3
b,b′ξλ+µ(b3

∗), b′′vλ+µ〉 = db′′

b,b′

�



�������� �

� � ����� ���� �������� ��

���� ������ �� ��������� �����

� �� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� ���� �������
 ��� ����� ���� ���
����
 ���������� � �� ����	�������� � �������� � �� ���� � ��� ��
 ����� ��� ���*���
�� ���������
 ��� ���
� �� ��� ����� ����� �� ����� �� ���� � �� ��� ���� ����
 �����
�� ���� �����¢���� � �� ������
 ��� ���
 ������� ��� ����� � ����� ��� ��� ���
� ���
��� �� ���� ��������� �� ��� �������� ����� ��������� ��� � ��� ����	��������
� �������� ��� � ���������� ��� ����� �� ���� ���� ��
���� � �- ������ � $� ��������
����� 
 ������ �� ����� � �� � ����������� �� �����*��� ����� ����������� �

� ���
 ��� ����	�������� � ���� ��,������ � � ������������ �� ���������������
� ������ �
� � �� ���� ��
 � ����	�������� ������� �� ��� ����	�������� ���������
�� ����� ����
 ���������� � � � ������ ��� � �� �������
 � �������� � ����������� �������*��� ����� �� �� �������������� � +�,� � ���� ������ � �� �������� ���
 �	
������ �� � ����������� �� �����*��� ����� �� �� ���� ���� � ��� ���
� ��� �����	
����� �� ���
 �� �� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� �

� �
 �
���� �������
���� �� �	�  � � � �� ¢�� ������ ¢ ��� �� �� ��
� ��

E

��� �� ���� ���� ��	

������ � ��� �������� �� ��� 
� ���� �������� � ������ ��� �
�	� � ��������� ��� ��

������� �� �����������
�
� �� 
� ���� �������� ���� ��

E �� ����� � ��

������
��� �� 
� ���� �������� ��� ������������ ��� � ��������� � a(b+c) = ab+ac

� � ���
���� a, b, c ∈ E

� �� ���������� ��
 �	���� � ��� ���� ��� ��������� � ���� ��� �� ������ �
����$��  � �� � � ��� ��
� �� ��� �������

Z
��� 
��� � ���� ��������� �� ��
 �	

���� � � ���� ��
 �	���� � �������� � ���� ��� �� ������� � �� ������� �

a⊕ b := min(a, b), a� b := a + b, ∀a, b ∈ Z

� 	
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���� �	 
�����	
�� �� ����	� ������ ��

$� ��
 ����� ��� �� ��������� � ����������� ��� ���� ���� �� � ��������� �

min(a,min(b, c)) = min(min(a, b), c) = min(a, b, c) �� �	�
+� �� ��������� �� ����������� ��� ���� ���� �� � ��������� �

a + min(b, c) = min(a + b, a + c) �� �
�
+� ���������� ���� ���� ����� ��������� �� �� ��������� �� ��

������ ��� �� �
�����
 ��� �

min(a, b) + min(c, d) = min(a + c, a + d, b + c, b + d) �� ���
����$��  � � � �� ��������� ��������� ��

Z
���� �� �����
 ��� ��� ���������

�� ��
 �	���� � ��� F(ZN , Z) � ��� ��
� �� ��� ����������� � ��
ZN ��� �

Z
��� �

f � g : (t1, · · · , tN ) 7→ f(t1, · · · , tN ) + g(t1, · · · , tN ),

f ⊕ g : (t1, · · · , tN ) 7→ min(f(t1, · · · , tN ), g(t1, · · · , tN ))

� ��� ���� f, g ∈ F(ZN , Z)
�

$� ������ �����
 ��� ����� f + g � ��� f � g �� min(f, g) ���� f ⊕ g
�

$� ������� �� ��� ���� ������ � pi ∈ F(ZN , Z)
�

1 ≤ i ≤ N
� ��,���� ���

pi(t1, · · · , tN ) = ti
�

����$��  � �� � ��� �� ��
� ���
R>0

��
Q>0


���� �� ���� �������� �� 
� ���	
� �������� ������� � ���� ��� ��
 �	���� � �
����$��  � �� � +�,� � �� ���
��� ������� � ��� �� �� ��� ��� ���� � �� � ���	
��
� ��

Q>0(t1, · · · , tN ) ��� ��� �� ��
� �� ��� ��� ��¢¢��¢ ����� �� ��¢ ¢�¢
¢�� � ���¢ �� ��� �������
 ����� t1, · · · , tN

� �� ���
 ��� f ��
Q(t1, · · · , tN )��� ��� �

Q>0(t1, · · · , tN )
� � ��� � ��� � ������� ���� �� ���
 � �

f =
P

Q
, ���� P,Q ∈ Z≥0 [t1, · · · , tN ] \ {0} �� �� �

� ���� �� ��
 �	���� � ��� ���� � �� � ��� � ���� ��������� ��� �������
 �����
t1, · · · , tN

� � ��� ��� ���� �������� � �� × �
�� f(t1, · · · , tN ) ��� ��� ���������� ����������� ��� � ������������ � �� ��,���

� ����������� ������������ [f ]�� (t1, · · · , tN ) ��

 � � ����������� ������� � ������
�� f(t1, · · · , tN ) �� ��
������� ��� � ��� ��� min

� ��� × ��� ��� � � �� ��� ÷ ���
��� 	 ����� � ����
��� � �	 �� ��	������ ���� �� �
�� � � ��� �������
 ��� �� ��� ����
� ������
 � �� ���
 �� � ���
 �
 ������
 � �� ��
 �	���� � �
���	��� �  � �� � ��� � � �� �¢�� � � ����  �� �����  �¢� � �� ¢�� ������ ¢�
ϕ : Q>0(t1, · · · , tN )→ F(ZN , Z)� ��� ��� �

ϕ : Q>0(t1, · · · , tN ) → F(ZN , Z),

ti 7→ pi, ∀1 ≤ i ≤ N,



� �� ���� 
���
�� 	
�� 

� ����� � ������� � ��� �� ������������ ��� ϕ(ti)
�
1 ≤ i ≤ N �����
 ���

������
 ��� � ���
 �
 ������
 � ϕ
�

'��� � ��� ��� �� ��
 �
 ������
 � �� ��
 �	���� � ��� �� ������� ���� �� ��	

 �
 ������
 � �� ����� �� 
� ���� �������� � ���� ϕ(1) = 0

� +� ��� ���������
ϕ(n) = 0 � ��� ���� n ∈ Z≥0

� $� ������� �� �� �������� k � ��� ��� 
� ���	
������� � �#�#

k = (k1, k2, · · · , kN )
�
ki ∈ Z≥0

�� �� �������� tk � ��� �� 
 �� 
 �
tk1
1 · · · t

kN

N

�
�� P ��� �� � ���� 
 � ��� �� � ��

Z≥0 [t1, · · · , tN ]
� �� � ��� ������ �

P =
∑

k∈K

akt
k, ak ∈ Z≥0, K ������ ,��� ��

ZN
≥0

����� ϕ(P ) ��� ��������
 ��� �����
 ���� �

ϕ(P ) = min(ΣN
i=1kipi, (k1, · · · , kN ) ∈ K)

�� S ��� �� ����� � ���� 
 � ��� �� � ��
Z≥0 [t1, · · · , tN ]

� ��� � ��� ����� �

S =
∑

l∈L

blt
l, bl ∈ Z≥0, L ������ ,��� ��

ZN
≥0

����� �� ����� �� �� �	� �� � � ��� �

ϕ(P + S) = min(ΣN
i=1kipi, ΣN

i=1lipi, k ∈ K, l ∈ L )

= min(min(ΣN
i=1kipi, k ∈ K),min(ΣN

i=1lipi, l ∈ L))

= min(ϕ(P ), ϕ(S))

�� �� ����� �� �� ��� �� � � ��� �

ϕ(PS) = min(ΣN
i=1(ki + li)pi, k × l ∈ K × L)

= min(ΣN
i=1kipi, k ∈ K) + min(ΣN

i=1lipi, l ∈ L)

= ϕ(P ) + ϕ(S)

�� ���

�� f ∈ Q>0(t1, · · · , tN )
� �� � ��� ������ �

f =
P

Q
, ���� P,Q ∈ Z≥0 [t1, · · · , tN ] \ {0}

+� ����� ϕ(f) ��� ��������
 ��� �����
 ���� �

ϕ(f) = ϕ(
P

Q
) = ϕ(P ) − ϕ(Q)

+� �-�� � ���� �� ��� ��� ��� ��� ������������� ������� � �� P
Q = R

S
����� �� �

PS = RQ ��� �
Z≥0 [t1, · · · , tN ] �� ��� �� ��� �� � ����� �

ϕ(P ) + ϕ(S) = ϕ(R) + ϕ(Q)
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( �� � �� ��
 �	���� � F(ZN , Z) �� � ��� ���������� ��� � ��������� ��� ��� ��� ��
����� � � ( ��$ �

ϕ(P )− ϕ(Q) = ϕ(R)− ϕ(S)

�

���� �� �	�  � �� � � ������� 
 ������
 � ϕ �����
 ��� ��� �� '�����
 � � �	 �� �
��� ��� ��� ���� �����¢���� �� ��� ���� [ . ]��

�
����$��  � � � ��� ������� � � ����������� f(t1, t2) := t21 − t1t2 + t22

� $� ��	

 ����� ��� f ��� ��� ���������� ����������� ��� � ����� 
 ��� � � ��� �

f(t1, t2) =
t31 + t32
t1 + t2����� �

[f ]�� (t1, t2) = min(3t1, 3t2)−min(t1, t2) = min(2t1, 2t2)

� ����
 ��� f ��� ��� ��� ������ ���
 ������� �� � ����������� [f ]��
� �� ������

���
 ������� � ���� ��� ��,�� �� 
 ������ ������ � ��

 � �� � ��� �� ��� ������
��� � � ����
��� ��	������ � +� �-�� � t31+t32

t1+t2
�� t21+t22

���� ���� ��� ���� ��� �������
���
 �������� �� min(2t1, 2t2)

�
�� f1, f2, · · · , fn ∈ Q>0(t1, · · · , tN )

� ��� ���� �� �������� � � �� ���� �����	

 ��� [(f1, f2, · · · , fn)]�� := ([f1]�� , [f2]�� , · · · , [fn]�� )

� ��� � ��� ���� ��

 �
�� ���
 ��� �� F(ZN , ZN )

�
� �	$	� �� �	�  � �� � ���

t
��¢�� � � ���� � � ��

ZN #
��	 
 �

(f1, f2, · · · , fN ) ∈ Q>0(t1, · · · , tN )N
��

g ∈ Q>0(t1, · · · , tN ) ����¢
g(f1, f2, · · · , fN )

�¢� ��¢
Q>0(t1, · · · , tN )

��

[g(f1, f2, · · · , fN )]�� (t) = [g]�� ([f1]�� (t), · · · , [fN ]�� (t))

���	 
 � � � F,G ∈ Q>0(t1, · · · , tN )N ����¢

[G ◦ F ]�� (t) = ([G]�� ◦ [F ]�� ) (t)

����	 � ������� ����� ¢�
F ∈ Q>0(t1, · · · , tN )N

�¢� ����¢���� ���� �� ��� ��
�����¢���� � [F ]�� � ��¢� ��¢¢� �� �

[F−1]�� = [F ]−1
��

� ����� � ���� (i)
� �� ������� ��� ���� �� ��� g �

� �� g = a ∈ Q>0
�

����� � [g]�� (t) = 0 �� g(f1, f2, · · · , fN ) = g
� � ��$

[g(f1, f2, · · · , fN )]�� (t) = [g]�� ([f1]�� (t), · · · , [fN ]�� (t)) = 0



� �� ���� 
���
�� 	
�� �

� �� g = tk1
1 tk2

2 · · · t
kN

N
��� �� 
 �� 
 � �

����� � � ���� ���� � g(f1, f2, · · · , fN ) = fk1
1 fk2

2 · · · f
kN

N
�� ����

[g(f1, f2, · · · , fN )]�� (t) = k1[f1]�� (t) + · · · + kN [fN ]�� (t)

��� [ . ]�� ��� �� 
 ������
 � �
( ������ ���� � [g]�� (t) = k1t1 + · · ·+ kN tN

� �� ����

[g]�� ([f1]�� (t), · · · , [fN ]�� (t)) = k1[f1]�� (t) + · · ·+ kN [fN ]�� (t)

� �� g ��� �� ����� 
 � ��
Z>0[t1, · · · , tN ] � �� ��� ���� ��� ���������� ���

�� ��
��� �� 
 �� 
 �� ��� � g
�

$� ����� g = P + Q
�  ���� � � ���� ���� �

g(f1, f2, ..., fN ) = P (f1, f2, ..., fN ) + Q(f1, f2, ..., fN ) � ��$ �

[g(f1, f2, ..., fN )]�� (t)

= min([P (f1, f2, ..., fN )]�� (t), [Q(f1, f2, ..., fN )]�� (t)) =

= min
(
[P ]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t)), [Q]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))

)

��� [ . ]�� ��� �� 
 ������
 � �� ��� ��� ������ �� ���������� �
( ������ ���� � [g]�� (t) = min([P ]�� (t), [Q]�� (t))

� � ��$ �

[g]�� ([f1]�� (t), · · · , [fN ]�� (t)) =

min
(
[P ]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t)), [Q]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))

)

� �� g = P/Q �$ P �� Q ���� ��� ����� 
 �� �
����� � � ���� ���� � g(f1, f2, ..., fN ) = P (f1, f2, ..., fN )/Q(f1, f2, ..., fN )���� �

[g(f1, f2, ..., fN )]�� (t)

= [P (f1, f2, ..., fN )]�� (t)− [Q(f1, f2, ..., fN )]�� (t) =

= [P ]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))− [Q]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))

+� � ������ ���� � [g]�� (t) = [P ]�� (t)− [Q]�� (t)
� � ��$ �

[g]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t)) =

[P ]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))− [Q]�� ([f1]�� (t), ..., [fN ]�� (t))

�� �� � ��
 ����� �� � ���� (i)
� ��� � ����� (ii) �� (iii) �� ���� ��� ��� ���������

�������� �
�
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�� �� ����	� ������ ��

� �� � � ����� ��� ��� ��
���� � �� ��� ���� ����
� �� �� �������

���� ���� 1 ≤ i ≤ n
� �� ���� ϕi : SL2 ↪→ G � ���� ������ ��������� ������	

� ������ � �� ������ ��
��� αi
� ���� 1 ≤ i ≤ n

� �� ��� ������ ��� ����	����� ��
� �� ����
���� �� G ��,��� ���

xi(t) = ϕi

(
1 t
0 1

)

, yi(t) = ϕi

(
1 0
t 1

)

, t ∈ C

tα
∨
i = ϕi

(
t 0
0 t−1

)

, t ∈ C∗

��� xi(t)
� ����� �

yi(t)
�
tα

∨
i
� ���������� U

� ����� �
U− �

T � � $� � ��� �������� �
�� ��

������� �� ������� �

tα
∨
i xj(t

′) = xj(t
aij t′)tα

∨
i , tα

∨
i yj(t

′) = yj(t
−aij t′)tα

∨
i

�� ���
$� ��,��� ���� ��������
 ������
 �� ���������� �� G

�
x 7→ xT � ��� ��� ���� �	

� ������� � �� x 7→ xι � ��� ��� ��������� � ��� �

xi(t)
T = yi(t), yi(t)

T = xi(t), (tα
∨
i )T = tα

∨
i

xi(t)
ι = xi(t), yi(t)

ι = yi(t), (tα
∨
i )ι = t−α∨

i

����� � G0 := U−TU � ��� ��
� �� ��� ���
 ���� �� G �� � ��
 ������ ���
����
� ������� �������� ���������� ! �� ������ x = [x]−[x]0[x]+

���� x ∈ G0
�

���� ����� �� ��� � �������� �
= (i1, · · · , im) �� ���� m	����� t = (t1, · · · , tm)��

Cm
6=0

� �� ���� �

x�(t) := xi1(t1) · · · xim(tm) ,

x−�(t) := yi1(t1)t
−α∨

i1
1 · · · yim(tm)t

−α∨
im

m .

�� ���

$� ������� w0 ∈
���
 (T ) �� ������������ �� w0

� �� � ����� w0 := si1 si2 · · · siN

�
�$ �

= (i1, · · · , iN ) ��� �� 
 �� ���� �� �� w0
��

si := ϕi

(
0 −1
1 0

)

= xi(−1)yi(1)xi(−1), 1 ≤ i ≤ n

"� ��� ����� ��� ��� w0
�� ��� ��� ��� �� 
 �� ���� �� ������ � �� ����� � ������

����� si
T = si

−1 �� si
ι = si

� ��� �� �� � ����� �

w0
T = w0

−1 , w0
ι = w0

�� ���
� ����
 ��� w0

� ���� ��� ����������
 ��� ��������� ��� � G
� �� � ��� ��
 ���

w0
2 ∈ T

�



� �� � ������ �� 	 � ��� �	�
��� �� �� ���� ��� �� 
��� �

� �� �� �������� ���� ����� �� �������� �� �

$� ������� ��� G>0
�� ���� 
 ������ 
� ���� ������� �� G �������� ��� xi(t)

�
yi(t)

�
tα

∨
i
� � ��� t > 0

�
�� ����� ��� �� ������� �� ��� ���� ��� ����� ��� �� ������ ���� ���� �������	

������ �� ������� �
Le,w0 := U ∩B−w0B

− �� Lw0,e := Uw0U ∩B− �� ���
$� ��� ������ ���� ������ � ������� �

Le,w0
>0 := Le,w0 ∩G>0,

�� Lw0,e
>0 := Lw0,e ∩G>0

� �� ����������� � x� �� x−� ��,���� �� �� ��� � ����
 �������� ��� ���� ��������
�� G

� ������� � ��� �� 
 �� ���� �� �� w0
�

���	��� �  �� � � ��� � ��� ���� � ��� ������ ��
w0

� � ���� ������� x� �
��¢� #

x−� �
�¢� � �¢�� ���  �¢� � ������ ���� � ���

CN
6=0

�� � ������ ��¢ � ��
Le,w0 ���¢� # Lw0,e � �� ¢ � ��¢���� � � � � ��� ����� ��

RN
>0

¢��
Le,w0

>0
� ��¢� # Lw0,e

>0

#

� �� �� � ����� ��� �� ���� ��� ��� ��������
R±�′

±�
$� ���� R̃�′

� := x−1
�′ ◦x�

�� R̃−�′
−� := x−1

−�′◦x−� ��� ����������� � �� ������
 ���
�� ����
 ���������� � �� ���� ���� �
� ������ �� ��� ����� ��� ��� ����������� �
�������� ���
 �������
 ��� ��� ����������� � R�′

�
�� R−�′

−�
�� ������
 ��� �� ����	


 ���������� �� �� ���� ��������� � � ��� �������
 ��� �
���	��� �  �� �� � ��� ��¢ �����¢� ��¢ ��

(R̃�′
� )

∨ ��
(R̃−�′

−� )
∨ ¢� � ��¢ ��� ��¢�

¢��¢ ����� �� ��¢ ¢�¢ ¢��¢������� � ��

(i) [(R̃�′
� )

∨]�� (t) = R�′
� (t), (ii) [(R̃−�′

−� )
∨]�� (t) = R−�′

−� (t)

�� �������� (.)∨ �����,� ��� � ��� ��� ������ ��� ���
� ��� ��������� ��� � ��
���� �� ���� ����� �� G ����� �	 ��� �

����$��  �� � � )��
� ��� � ��� R212
121

��� � �� ��� �
2

�

x1(t) =





1 t 0
0 1 0
0 0 1



 , x2(t) =





1 0 0
0 1 t
0 0 1



 ,

x121(t1, t2, t3) = x1(t1)x2(t2)x1(t3) =





1 t1 + t3 t1t2
0 1 t2
0 0 1



 ,

x212(t
′
1, t

′
2, t

′
3) = x2(t

′
1)x1(t

′
2)x2(t

′
3) =





1 t′2 t′2t
′
3

0 1 t′1 + t′3
0 0 1







 �£wx�{z| � � � ������ � ��� �	�
���� �	 
�����	
�� �� ����	� ������ ��

( ��$ � �� ������,��� x1(t1)x2(t2)x1(t3) = x2(t
′
1)x1(t

′
2)x2(t

′
3)

�� ������� �

(t′1, t
′
2, t

′
3) = (

t2t3
t1 + t3

, t1 + t3,
t1t2

t1 + t3
) = R̃212

121(t1, t2, t3)

$� �� ���� �� �
[(t′1, t

′
2, t

′
3)]�� = (t2 + t3 −min(t1, t3), min(t1, t3), t1 + t3 −min(t1, t3))

�� �� � ���������� � ��� ��� ���
� ��� �
 �	�� �� ������
 ��� �� ����
 ����������
R212

121
����� ���� �� �������� ��������� � � ��� ���� � �� ��� ����� � �� ��� � � ���

��� ������ ���� �� ���� ����� �
����$��  �� �� � )��
� ��� � ��� R−212

−121
��� � �� ��� �

2
�

y1(t) =





1 0 0
t 1 0
0 0 1



 , y2(t) =





1 0 0
0 1 0
0 t 1



 ,

t−α∨
1 =





t−1 0 0
0 t 0
0 0 1



 , t−α∨
2 =





1 0 0
0 t−1 0
0 0 t



 ,

x−121(t1, t2, t3) = y1(t1)t
−α∨

1
1 y2(t2)t

−α∨
2

2 y1(t3)t
−α∨

1
3

=






t−1
1 t−1

3 0 0

t−1
3 + t1t

−1
2

t1t3
t2

0

1 t3 t2




 ,

x−212(t
′
1, t

′
2, t

′
3) =









t′−1
2 0 0

t′−1
1

t′2
t′1t

′
3

0

1
t′2
t′3

+ t′1 t′1t
′
3









+� ������,��� � x−121(t1, t2, t3) = x−212(t
′
1, t

′
2, t

′
3)

�� ������ �

(t′1, t
′
2, t

′
3) = (

t2t3
t2 + t1t3

, t1t3,
t2 + t1t3

t3
)

$� �� ���� �� �
[(t′1, t

′
2, t

′
3)]�� = ( t2 + t3 −min(t2, t1 + t3), t1 + t3, min(t2, t1 + t3)− t3)

�� �� � ���������� � ��� ��� ���
� ��� �
 �

� �� ������
 ��� �� ����
 ����������
R−212

−121
����� ���� �� �������� ��������� �
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��� �

$� � ��� �����
 ��� ������ �� ������ ���
 ������� ��� ����������� � �� ����	
��
 ��� �� ����
 ���������� R�′

−�
� ���� ���� �� ������� w0 ∈

���
 (T ) �� �����	
������� �� w0

� ��� ���
��� ������ � w0 := si1 si2 · · · siN

� ���� �
= (i1, · · · , iN )�� 
 �� ���� �� �� w0

��

si := ϕi

(
0 −1
1 0

)

= xi(−1)yi(1)xi(−1), 1 ≤ i ≤ n

$� � ��� 
 ������ ��� w0
�� ��� ��� ��� �� 
 �� ���� �� ������ � �� ����� � ������

����� si
T = si

−1 �� sι
i = si

� ��� �� �� � ����� �
w0

T = w0
−1 = w0

ι = w0
−1 �� �	��

���� x ∈ G
� �� � ��� � ����� ���� � �� ��� � �

ηw0,e(x) := [(w0x
T )−1]+, ηe,w0(x) := ([w0

−1xT ]0[w0
−1

xT ]−)−1

���	��� �  �� �� � ���
��	 � ���� ������� ηw0,e �¢� � �¢�� ���  �¢� � ������ ���� � ���

Lw0,e ��
Le,w0 ���� ¢� ��¢���� � � � � ��� ����� ��

Lw0,e
>0

¢��
Le,w0

>0

# 
� ����¢ � �¢�
� ���� ������� ηe,w0

#
���	 ��¢ �����¢� ��¢ ��

(x−1
−� ◦η

w0,e ◦x�′)∨
¢� � ��¢ ��� ��¢¢��¢ ����� �� ��¢¢�¢ ¢��¢������� � ��

R�′
−�(t) = [(x−1

−� ◦ ηw0,e ◦ x�′)
∨]�� (t)

����$��  �� �� � ����� ��� � R121
−121

��� � �� ��� �
2

�

w0 =





0 0 1
0 −1 0
1 0 0



 , x−121(t1, t2, t3) =





t−1
1 t−1

3 0 0

t−1
3 + t1t

−1
2 t1t

−1
2 t3 0

1 t3 t2





(w0x−121(t1, t2, t3)
T )−1 =





1 (t2 + t1t3)t
−1
3 t1t3

−t−1
1 −t2t

−1
1 t−1

3 0

t−1
2 0 0





= y1(−t2t
−1
1 s−1)y2(−st−1

2 t−1
3 )y1(−t3s

−1)x1(t1)x2(t3)x1(t2t
−1
3 )

�$ s = t2 + t1t3
�

ηw0,e(x−121(t1, t2, t3)) = [(w0x−121(t1, t2, t3)
T )−1]+

= x1(t1)x2(t3)x1(t2t
−1
3 )

+� ������,��� x121(t
′
1, t

′
2, t

′
3) = ηw0,e(x−121(t1, t2, t3))

�� ������� �
(t′1, t

′
2, t

′
3) = (t1, t3, t2t

−1
3 )

��� ��������������� �
[(t′1, t

′
2, t

′
3)]�� = (t1, t3, t2 − t3)

� ���� �������
 ��� �� ���
� �� �
 �
 	� ���� R121
−121

����� ��� �� �������� ��������� �
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� �� �����  �� �� � ��� ��� �������� �
� ������� �� ���� ��� ��� ���
� ��� ���
����������� � R±�′

±�
� ����������� ��

 � ������������� � ����������� � ������������

��� � ������������ � ��� ��� ��� ����������� � R±�′
±�

���� ��������� ��� 
 ������� �
����
 ��� ��� � ������� �� ��,������ �� R±�′

±�
� ��� ���� ������ � �� � ���

��� ������ �������� � ������������ � ��� ���������� �������� �+� ������� ���� �� � �� ��������� �� ������ �

∀m ∈ Z>0, ∀t ∈ ZN
>0, R±�′

±� (mt) = mR±�′
±� (t)

�� �		�
��� ���
��� ���������� R�′

�
� �� �� ���� �� ��
��� ,�� �� � ���

C
�,�′
j

��
ZN

>0���� ��� �
{

ZN
>0 =

⋃

j C
�,�′
j ,

R�′
� |C �,�′j

��� ��� ����������� �������� �� �	
�

��� ���
� ��� ��� ��������� �� ������  �
 � ��
 ������ �� �����
 ���� ��� � ���
� ��� �� ���� 
 �

( �� � �� ��� �
2
� � ������������ R212

121
���� ���������� � ����������� min(t1, t3)

�
 �� �� � ��� ��� ��� � �� ��������� �� R212

121

� ���� ��� ���� � ��� ��
Z3

>0
����
 ����

��� � ���� ������ � ��������� �
t1 − t3 = 0

( �� � �� ��� �
2
� � ������������ R2121

1212
�������� ��� ���������� � min(t1 + t2, t1 +

t4, t3 + t4)
�� min(2t1 + t2, 2t1 + t4, t1 + t2 + t3, 2t3 + t4)

�  �� �� � ���
��� ��� � �� ��������� �� R2121

1212

� ���� ��� � ��� ��
Z4

>0
����
 ���� ��� ��� ��� ������ �

� ��������� �
t1 − t3 = 0
t2 − t4 = 0
t1 + t2 − t3 − t4 = 0
2t1 + t2 − 2t3 − t4 = 0

�� �	��

�� ��� �
2

��� ���� � ���� �� � ������ �
��� ��� �������� � ��	������ � �� � �

� �	$	� �� �	�  �� � � 
���
λ

� ����¢ ��� �� �� ��
(l1, · · · , N ) =: b−1

� (vlow
λ )��¢ ����� ¡���¢ �� � �¢� ��� �� � ����� � � �� � ��¢ ��¢ ����¢ ��

B(λ)� ����¢ �

(l1, · · · , N ) ∈
⋂

j

C
�,�′
j

� ����� � "� ��& � �� ����,�� ��� � ���� ���� �� ���� 
 � � ��� ���� � ��� �

(l1, · · · , N ) =
(
〈λ∗, α∨

ik
〉
)

1≤k≤N

�� �� ��� � �� ��� �
2
� � ������ ��� ���
� ��� �� �	
� �
⋂

j

C
�,�′
j = {(t1, t2, t3)/t1 = t3}



� �� ������	
�� �� ����	� ������ �� �

( ��� b−1
121(v

low
λ ) = (λ2, λ1, λ2)

��� ��� � ⋂
j C

�,�′
j

�
( � 
�
 � � ��� � �� ��� �

2
� � ������ ��� �������� � � �	� � �� � �

⋂

j

C
�,�′
j = {(t1, t2, t3, t4)/t1 = t3, t2 = t4}

( ��� b−1
121(v

low
λ ) = (λ1, λ2, λ1, λ2)

��� ��� � ⋂
j C

�,�′
j

�
� � ��� �

2
��� �������� � ���� �� � ������ � ��� �������� � ��� � ��� ���� �����	


 ���� �� ������������� ��� ���������� � πi
��� � ��� ���
� ���  �	 � $� ��� �����

��� ��
 �������� ��� � ��� 
 �� 
 �� �� � ������������ ��� � ��� ���������� � ���
��

 � ��� ��������� ��� ti

� ������ i �
���� ��� ��� ������ � ���� ��

 � ��
��

 � ��� ��� ������ ��� ti

� ������ i ����� � ��� ���
��� � �� (t1, · · · , t6) =
(λ1, λ2, λ1, λ2, λ1, λ2)

� �� ���� π1 = 5λ3
1λ

2
2

�� ���� �

[π1]�� (λ1, λ2, λ1, λ2, λ1, λ2) = min(3λ1 + 2λ2) = 3λ1 + 2λ2

�� �� �� � ��� �� ���������� ��� �� ��������� ��� ������ ����� �� ��� � �
2
�

�

+� ���������� �� ������� �� ��������� �� ������ �
�	�	 ��� ���  �� �� � 
 ��� � �� �′ � ���� ���¢ ������¢ ��

w0
# 
 ���

λ
� ����¢��� �� �� ��

l =: b−1
� (vlow

λ ) ��¢ ����� ¡���¢ �� ��¢� ��� �� � ����� � � �� � ��¢ ��¢
����¢ ��

B(λ)
# � ���¢ �

∀t ∈ ZN
>0, R�′

� (t + l) = R�′
� (t) + R�′

� (l)
� ����� � ������� ���� t ∈ ZN

>0

� �� � ��� ������� �� � �� �� � �������� t �� l
�

�� ���� ����� t + l
� ��

 � �� ���
� �� R�′

�
��� �������� ��� �� � �� �� ����������

��� �

 ����� �
�

� �� ��� ����� � ��	���� �
��

� �� �� � ������� ��� ��� �� ����� �� ����

$� �� ����� ��� � �� ��� �$ G = SLn
�� �� ,�� �� ����� ��
 ����� λ

�
� ��� ���� � ��� Y (λ) ������� � ��� ��
� �� ��� ��� ����� �� ����� ��
 �	��������
�� ���
 � λ ����� �
 �� �� � �

� ����������� �� �����*��� ����� ��� Y (λ) � ��� ���� ������� �� ���������

 ������� �'��� � ��� ��� �����*��� ����� � �� ������� ��� � ���� � ��

 � �� ��������
 �
� ����������� ��������� �� � �� �� ���� �� �e.g. �	��� � + ��� � ��� �����
 ��� ����
������� ���� �� ������� ������� �� ��� �� ���	����� ���� � ��� �� �� ����� ��� ��	
�������� �� ������	����� �



�� �£wx�{z| � � � ������ � ��� �	�
���� �	 
�����	
�� �� ����	� ������ ��

���� ��� ������������ ��
��� � ���� ���������� � �� ����������� �� ������
����� ��� ���
��� �
� �� � �� ���� ����
 ����� S(T ) � ��� ��� ���� T �� ������� ��
����� ���� �� �

�	� $� ������� �� ��������
 ��� ��+#+� �+ � � �� �������� �� ��� ���� ��
������� ��� �������� �� 	�� �

�
�
� ������� �� ��
���
 ������� ��$���+�+�' � � �� ��
����� ������

������ i �� ��� ���� ��� n + 1− i
�

��� ! �����
 ��� ���"(+ � � �� ��� ������ �� ���� �� ������� ������ �� �������
��� ���� ! �� ������ ��� � �� ���� ���� �� ���� ������� �� ������ � ���� ��
���� ������� �� �������� � �� ��������� �� ��� �� �� � �� �� ���� �� �i.e. ��
������ �� ���� �� ������ �� �� ��� ��
 ��� �� �� ������ ��� �������
 ��� ����
� ����� ��� ����� �� �� ���� �� ��������� ! �� ������ �� ������� ���� ���
� ��� ��
� �� �� ��������� � ������� ����� ��� �� � $� ����

 ���� �����
���� � � ���� �� �� ��� �� ��� ���� ���� ��
 �� �� ���
 � �

����$��  � � � ��

 � ������� �� ������ ���� 
 ���� �� ��� ���� �������� �
�� ,���� � �� �	 ��� ��� ������������ �
������� � �
� � ! ���� ���������� � �������	
���� �� �����*��� ����� ��� �� ��� ���� �� ����� ��
 �	�������� ��� � �� ��� �$
G = SL5

�

1

SLIDE

SLIDE

SLIDE

COMPLEMENT

REVERSE

5
3
43 5

43
2121

554
4333

1
3

3 3 5
1
3

4 5
33

4321

554

42

1
2

23
33

45

54
3

3
2

21

� �� � � �	 � "��������� �� �����*��� �����

����� ���� ����
 ����� ���� ���� � ��� ��
� �� Y (λ)
� �� �� ���� ��� ����������



� �� ������	
�� �� ����	� ������ �� �

���

 � ��� ��
 � ��������� � $� ���� ��� ��� �� ��
� �� Y (λ) ��� ��� ����
 �	
��������� ������� ����� �� �� ���� ��������� B(λ)

� � ��$ ���� ���� ��
 �� �
�	� (����� ��� ���
� ��� ���������� � ��� � ����������� �� �����*��� ����� ��

���
 �� ��� ����
 ���������� � b� �� c�
�

�
� !���������� ����� ���������� ��� ������ ��� �� #�# G ����������� � ��
������ ��� ���
� ��� ���������� �

( �� � �� � � ����� ����� �� ����� �� ��� ��� ������ �� � ���� �	� ��� � �� ��� ���	
���� ���� �$ � ��� �� 
 �� ���� �� �������� �� ��� �

n
� �� ��� ��,�� � ����������� �������*��� ����� ����������� � �� �� � ������ ���������
 ��� �� � ���� �
� �

����$��  � �� � �� ,���� � �
 ���������� � ����������� �� �����*��� ����� ���
�� ���� �� sl2

	
 ��� �� V ($1 + $2)
�

� �� �� ������������� �
V (λ)

$� ��� ������ ��� ����
 ������
 �� �� U(g) ��,��� ��� ��� ����������� ��� �

φ(Ei) = Fi, φ(Fi) = Ei, φ(Hi) = −Hi

δ(Ei) = Ei∗ , δ(Fi) = Fi∗ , δ(Hi) = Hi∗

η(Ei) = Fi∗ , η(Fi) = Ei∗ , η(Hi) = −Hi∗

$� ��
 ����� �� �� ��� ��� ������ 
� ���� �������� ���� � � �����
 ������
 � η ����	
���� ���� � ������� �� w0

�
���� �� �� ��� �� ,�� �� ����� ��
 ����� λ ∈ P+ �
���� ���� ����
 ������
 � χ �� U(g)

� �� � ��� ��� ������� �� 
 ��� �� �����
V (λ)χ ���
 ����� �� ���� �� ������� �� 
 ��� �� V (λ) �� 
��� �� � ������� u∗v =
χ(u).v

�
u ∈ U(g)

�
v ∈ V (λ)

� �� 
 ��� �� V (λ)χ ��� ������ ��
��� � ���� �� �
V (λ)χ ' V (λχ)

� � ��� �� ������� λχ ∈ P+ � � �����
 ������
 � χ ���� �� �����
�� ���
 ������
 � � �������� ���������� ������� � ��� ������ 
� ���� �������� ����
� ������ �� ��

 � �� ������ χλ

����� ��� 
 ��� ��� V (λ) �� V (λχ)
� ����,���

χλ(u.v) = χ(u)χλ(v)
�

( ������� � ��� ���
 ������
 �� ��� � ��� ��� �$ χ = η, δ �� φ
� �� ����� � ����	


 ������
 � ηλ : V (λ)→ V (λη) ��������� ηλ(u.v) = η(u)ηλ(v)
� �� � �

Fiηλ(vλ) = η(Ei∗)ηλ(vλ) = ηλ(Ei∗vλ) = 0, ∀1 ≤ i ≤ n

�� ������� ηλ(vλ) ��� ���� �� ������� �� ���� ��� � ���� ��� � �� 
 ��� �� �����
V (λη)

� ( ����
 ���� � �� � ���� �� ηλ(vλ)
� ���� ���� 1 ≤ i ≤ n

� �� � �

Hiηλ(vλ) = ηλ(−Hi∗vλ) = ηλ(−〈λ, α∨
i∗〉vλ) = −〈λ, α∨

i∗〉ηλ(vλ)

= 〈w0(λ), α∨
i 〉ηλ(vλ)

( ��$ ηλ(vλ) ��� �� ������� �� ���� ��� � ���� � �� � ���� w0(λ)
� $� �� ���� ��

��� V (λη) ' V (λ) �� ��� ηλ(vλ) ��� ���� ��������� � vlow
λ

�
$� ���
 ����� �� � ����� ηλ(vλ) = vlow

λ

� +� ����
 � �� � �

ηλ : V (λ)→ V (λ) ���� ηλ(uvλ) = η(u)vlow
λ , ∀u ∈ U(g)



�� �£wx�{z| � � � ������ � ��� �	�
���� �	 
�����	
�� �� ����	� ������ ��

(1, 2, 1)

(1, 1, 1)
2 3
3

(0, 2, 1)

(0, 1, 1)
1 3
3

(0, 1, 1)

(0, 1, 0)
1 3
2

(1, 0, 0)

(1, 0, 0)
1 2
2

f̃1

c�(0, 0, 0)
b−1
� (0, 0, 0)

1 1
2

f̃2

(0, 1, 0)

(0, 0, 1)
1 1
3

(1, 1, 0)

(1, 0, 1)
1 2
3

(2, 1, 0)

(2, 0, 1)
2 2
3

� �� � � �
 � ����� �� w0
��� ��� ���
 ���� �� B($1 + $2)

�

( � 
 ������ �������� �� 
 ����� ��� ��� ����
 ������
 �� φ �� δ ���� �����
��� ���
 ������
 �� � �������� ���������� �� ������ ���� � ��� ���
 ����� ��� �� �����
�� � ��
 ��� �� vλ

� �

φλ : V (λ)→ V (λ∗) ���� φλ(uvλ) = φ(u)vlow
λ∗ , ∀u ∈ U(g)

δλ : V (λ)→ V (λ∗) ���� δλ(uvλ) = δ(u)vλ∗ , ∀u ∈ U(g)

�� �	� �

� ����
 ������
 � φλ
��� ��
����� �� ���� �� ���� ��������� ��� � �� ��� �

�� ����� �
� �	$	� �� �	�  � � � ���� ���� � � �



� �� ������ �� � ��� �	�
��� �� � �
�����	
�� �� ����	� �� ���� �� ��

��	
φλ(B(λ)vλ) = B(λ∗)vλ∗

���	
∀ 1 ≤ i ≤ n, ,∀b ∈ B(λ), ẽi φλ(b) = φλf̃i(b)

"� ��� ����� �� ��� ��� ��,������ � ��� δ(b�(t)) = b�∗(t)
� �� ��� ηλ = δλ∗φλ

�
( ��$ � �� � ����� �

δλ(B(λ)vλ) = B(λ∗)vλ∗

ηλ(B(λ)vλ) = B(λ)vλ

� � ���� �
� ������ ��� ��� ��� � ����
 ������
 � ηλ
���� ����� �� ���� B(λ)

�
( �� � �� ��� �$ G = SL(n) � ����
 ������
 � ηλ

�������� ���� � ����������� �������*��� ����� S : Y (λ)→ Y (λ) ��,��� ��� ��� ��� ����� �� ����� � +� �- �� �
�� � �
� �	$	� �� �	�  � �� � ��� 
���

T ∈ Y (λ)
�� ¢���

bT ∈ B(λ) �¢¢���� � T �

ηλ(bT ) = bS(T )

$� ��� ������ ���� ηλ
���������� �� �����*��� ����� ������������� �

� �
 ��� ���� ��� ��
���� � �  ��� ����� � ��	���
�� �
��


( �� � �� �� ��� �� ����� ������� �� ������� � ���������� � ����
 ������
 � ηλ�� ���
 �� �� ����
 ���������� � �� �� ���� ��������� �
� ���� � ���� � ������� � ������������ % �% �� ������

 � ��	������� �

B(λ)
ηλ−−−−→ B(λ)

b b′

b−1� , c�


y



yb−1�′ , c�′

(t1, · · · , tN )
?

−−−−→ (t′1, · · · , t
′
N )

$� �� ���� ��� ����� ����������� � ������
 � ��
���
 ��� ������� � ��� �������
� ������
 �� �� ����
 ���������� �� ���*��� t′ = (t′1, · · · , t

′
N ) �� � ����
 ��� b′ =

ηλ(b) �� �������� �� �� ����
 ���������� �� ����� t = (t1, · · · , tN ) �� � ����
 ���
b
�

�� ����� � ��� ����� � ��,��� �� �������� ���
 ������� �� ηλ
� ���� ξ

� ��
� ��������� �� ��������������� � �� ��� � ��� ����
 � ��� �� ������

 � �� ����� �



�� �£wx�{z| � � � ������ � ��� �	�
���� �	 
�����	
�� �� ����	� ������ ��

B(λ)
ηλ−−−−→ B(λ)

c�


y



yb−1�′

(t1, · · · , tN )
?

−−−−→ (t′1, · · · , t
′
N )

[ . ]��

x



x

[ . ]��

(t1, · · · , tN )
??

−−−−→ (t′1, · · · , t
′
N )

x−�


y



yx�

Lw0,e
>0

ξ
−−−−→ Le,w0

>0

�� �	��

$� �� � ��� ��� �������� �� ���� ��
 � �� ��� �������� � ����
 ������
 � φλ
�

�� ���� �� ηλ
� �� �� �� �- ����� �� ��
� ������� ηλ = δλ∗φλ

�

� �� �� � ����� ��� �� ���� �� � 
���� �����
φλ���� ζ : Lw0,e

>0 → Le,w0
>0

��,��� ��� ζ(x) := [xιT ]+
� +� ��������� �� ����	

��
 � � �
 �	 �� ��� �������� � �� ��

������� �� ��� � �� ������� ����
 ��� ���
� ������������ ζ ��� � ��� ��,��� �� ���� �������
 ��� �
� �	$	� �� �	�  �� � � 
 ��� �

= (i1, · · · , iN )
� � �� ������ ��

w0
� ��

(t′1, · · · , t
′
N ) =

(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�)(t1, · · · , tN )

# � � ����¢

t′k = t−1
k

∏

j>k

t
−aij ik

j
�� �	��

� ����� � ��� ��,������ �

ζ(x−�)(t1, · · · , tN ) = [xi1(t1)t
α∨

i1
1 · · · xiN (tN )t

α∨
iN

N ]+

���� ����
� ���� xi1(t1)t
α∨

i1
1 · · · xiN (tN )t

α∨
iN

N
��� � G0 = U−TU

� �� ������� ���
�������� � �� ��

������� xj(t

′)tα
∨
i = tα

∨
i xj(t

−aij t′) �� tα
∨
i t′α

∨
j = t′α

∨
j tα

∨
i
� $�

������� ��� � �� ���
 ��� ��
� � �

xi1(t1)t
α∨

i1
1 · · · xiN (tN )t

α∨
iN

N =

t
α∨

iN

N xi1(t
−aiN i1
N t1)t

α∨
i1

1 · · · xiN−1
(t

−aiN iN−1

N tN−1)t
α∨

iN−1

N−1 xiN (t
−aiN iN

N tN )

+� ��� �� �� �� ��� � �� � ��� ����� ������ ���� ��� tα
∨
i

� ������ � � ���� �� ������� �

xi1(t1)t
α∨

i1
1 · · · xiN (tN )t

α∨
iN

N = t
α∨

iN

N · · · t
α∨

i1
1 xi1(t

′
1) · · · xiN−1

(t′N−1)xiN (t′N )

���� t′k = t−1
k

∏

j>k t
−aij ik

j

�
( ��$ �

[xi1(t1)t
α∨

i1
1 · · · xiN (tN )t

α∨
iN

N ]+ = xi1(t
′
1) · · · xiN−1

(t′N−1)xiN (t′N )



� �� ������ �� � ��� �	�
��� �� � �
�����	
�� �� ����	� �� ���� �� ��

���� t′k = t−1
k

∏

j>k t
−aij ik

j

�
�

� ����������� �� �	�� � ��
 �� � ��& �
 �� ��� x−1
� ◦ ζ ◦ x−� ��� � �� ������ � ��

���� �� ������
 � � �
 �	 �� � ����� �
�	�	 ��� ���  �� �� � � ���� ������� ζ

�¢� ��� ������ ��
Lw0,e

>0

¢��
Le,w0

>0

#

$� ,�� �� � ���� λ ��� � P+ � $� � ��� 
 ��������� ������ �� ���
� �� ��
������
 ��� ���
 ������� �� φλ

�
���	��� �  �� � � 
��� � �� �′ ���� ���¢ ������¢ ��

w0
# ��¢ �����¢� ��¢

(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′)∨

¢� � ��¢ ��� ��¢¢��¢ ����� �� ��¢ ¢�¢ ¢��¢������� � ��

b−1
� φλc−1

�′ (t) = [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� φλ(vλ)

� ����� � �� ���
� �� ��������� � ��� (x−1
� ◦ ζ ◦ x−�)∨ � �������� � ������ ��

�� ���� ������� � �� �	 �� ���� ������� �� 
 ������ �� ������ �

(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�)∨(t1, · · · , tN ) = (t−1

k

∏

j>k

t
−aikij

j )1≤k≤N
�� �	��

$� ��� ����� ��� ��� ��
� ������� �� (x−1
� ◦ ζ ◦ x−�)∨ ���� ��� ���������� �

������������ ��� � ������������ �� t1, · · · , tN
� ��� ��� ������� � �� ��
� �����

� ������ ���� (x−1
−� x−�′)∨

�� � ��� ����� ������������ ��� � ������������ � �� ��
���� �� ��� ��� ��
� ������� (x−1

� ◦ ζ ◦ x−�′)∨
���� ��� ���������� � ������������

��� � ������������ �
���� 
 ������ �� ���� ��
 � ������ �� ������
 � � �� ������� �� ��� ��
 ����

� ������������ � Φ�,�′ : C�(λ) → ZN ������� ��� ���� 
 ��� ���� ��� �� w0
� ����	

,��� ��� ����� ��������� � �� ������� �
�	� Φ�,�′(0, · · · , 0) = b−1

� φλ(vλ)

�
� Φ�,�′ = R�
�′′ ◦ Φ�′′,�′ = Φ�,�′′ ◦R−�′′

−�′��� ���� Φ�,�(t1, · · · , tN ) = (t′1, · · · , t
′
N )

� ��� ���
 ���� t′1 + t1
�� t′k

�
k 6= 1

� ��
��� ������ ��� �� t1

�
�� ������
 � ��� ��� ��� �������� �� �� ���� ������� �� ������ �

� �	$	� �� �	�  �� �� � � ��
��	 
 �

(Φ�,�′)
�¢� � � � �� �� �� ����� � � ��¢ �������¢ ��	 � ��	 � ��	 � ����¢

Φ�,�′ = b−1
� φλc−1

�′
���	 �� � �� �� �� (Φ�,�′)

���  �� ���

Φ�,�′(t) = [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� φλ(vλ)

����� � ��¢ �������¢ ��	 � ��	 � ��	 #
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��

 ����� � ��� ������� � ���������� ���� �+� ��
 ������� ��� � ��� ����� ���������� ����������� ��� � ������������ Q
�

�� � [Q]�� (0, ..., 0) = 0
� �� � ���� �	� ��� ����� ����� ����,�� �� � ���� �
� � �� ���� �� ����� � ������ � $� ������� ���� � ��� ���

�� ���������� � �
 �� �

R�
�′′
(
Φ�′′,�′(t)

)
= R�

�′′
(

[(x−1
�′′ ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
�′′ φλ(vλ)

)

= R�
�′′
(

[(x−1
�′′ ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t)
)

+ R�
�′′
(
b−1
�′′ φλ(vλ)

)

�� �� �� ��������� �� '�����
 � � �
 �
 � �� �� ���� ������� � �	 �� � �� ������� �

R�
�′′
(
Φ�′′,�′(t)

)
= [(R̃�

�′′)
∨]��

(

[(x−1
�′′ ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t)
)

+ R�
�′′b

−1
�′′ φλ(vλ)

= [(R̃�
�′′ ◦ x−1

�′′ ◦ ζ ◦ x−�′)
∨]�� (t) + R�

�′′b
−1
�′′ φλ(vλ)

= [(x−1
� ◦ x�′′ ◦ x−1

�′′ ◦ ζ ◦ x−�′)
∨]�� (t) + b−1

� b�′′b
−1
�′′ φλ(vλ)

= [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� φλ(vλ)

= Φ�,�′(t)

�� ���� ��
 � ������� �� � ���� �
� � �������� ��� �� ����� � ���� � ���� ��
 ������ �

Φ�,�′′
(
R−�′′

−�′ (t)
)

= Φ�,�′′
(
[(R̃−�′′

−�′ )∨]�� (t)
)

= [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′′)

∨ ◦ (R̃−�′′
−�′ )∨]�� (t)) + b−1

� φλ(vλ)

= [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′′ ◦ x−1

−�′′ ◦ x−�′)
∨]�� (t) + b−1

� φλ(vλ)

= [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� φλ(vλ)

= Φ�,�′(t)

�� ��������� ��� � �������� ������
 ��� �� ��������� �� ���
� �� ��������� ��
Φ�,�′(t)

� ����� ���
� �� �� ���� �� �� �� ���
� �� �� �	�� ��� ��������������� � +�
������ (t′1, · · · , t

′
N ) = Φ�,�′(t1, · · · , tN ) �� (l1, · · · , lN ) = b−1

� φλ(vλ)
� �� � �

t′1 = l1 − t1 −
∑

j>1

ai1ij tj,

t′k = lk − tk −
∑

j>k

aikij tj,

$� ��� ����� �-������
 ��� ��� t′1 + t1
�� t′k

�
k 6= 1

� �� ��� ������ ��� �� t1
�

� ���� � 
 ������ �� � ���� ��� �� �� ���� ������� �
���� (Φ�,�′) ��� ��
 ���� ����,��� ��� ��������� � �	� � �
� � ��� � $� � ��� ��,���

��� ����������� � F� : B(λ)→ ZN
≥0

��� �
F�(b) = Φ�,�′ ◦ c�′(b), b ∈ B(λ)



� �� ������ �� � ��� �	�
��� �� � �
�����	
�� �� ����	� �� ���� �� ��

+� �- �� ��� ����������� � �� ��� ������ ��� �� �′ ��� �� ��������� �
� �
� ������ � ��� ��������� ��� �� � ���� �� b

� ��� � ��� ���� 
 �� � �
F�(b) =

b−1
� (φλ(b))

�
�� b = vλ

� � ���� ����� � ������ �	� � �� b = f̃i(b
′)

� �� � ��� ������� �� 
 ��
���� �� �′ ��

 ������ ��� i

� ����� � �′ = (i, i′2, · · · , i
′
N )

� ( ������ 
 �
 �� � �� � �

c�′(f̃i(b
′)) = c�′(b

′) + (1, 0, · · · , 0)

( ��� f̃i(b
′) �� b′ ��� 
 �
 �� ����������� �� ������ � � ���������� �� �� ���
 ����

��
� ������ � ( ������ �� ��������� ��� ����,�� ��� Φ�′,�′
� �� ������� �

Φ�′,�′ ◦ c�′(f̃i(b
′)) = Φ�′,�′(c�′(b

′) + (1, 0, · · · , 0))

= Φ�′,�′ ◦ c�′(b
′)− (1, 0, · · · , 0)

( ��$ �

F�′(b) = Φ�′,�′ ◦ c�′(f̃i(b
′))

= Φ�′,�′ ◦ c�′(b
′)− (1, 0, · · · , 0)

= F�′(b
′)− (1, 0, · · · , 0)

= b−1
�′ (φλ(b′))− (1, 0, · · · , 0)

�� �������� ������� ��	������ ���� ���� �� � ���������� �� ���������� �+� ��������� 
 �
 �� � �� �� ���� �� ��� F�′(b) = b−1
�′ (ẽiφλ(b′))

� � �������� 
 �
 ��
�� �� � �� �� ���� � �� ������� F�′(b) = b−1

�′ (ẽiφλ(b′)) = b−1
�′ (φλ(f̃ib

′)) = b−1
�′ (φλ(b))

�
+�,� � ���� �
� �� �� ���� �� F�(b) = b−1

� (φλ(b)) ���� ���� 
 �� ���� �� � �
�

$� ������� ����� �� ���
� �� �� ������ �
�	�	 ��� ���  �� �� � � ���

(t′1, · · · , t
′
N ) = b−1

� φλc−1
� (t1, · · · , tN )�

t′k = lk − tk −
∑

j>k

aikij tj
�� �	��

��
(l1, · · · , lN ) := b−1

� φλ(vλ) =
(
〈λ, α∨

ik
〉
)

1≤k≤N

#

� �� �� � ����� ��� �� ���� �� � 
���� �����
ηλ

���� � �� 
 �� ���� �� �� w0
� ����� �� ���� ��� �∗ ��� ����� �� 
 �� ��	

�� �� �� w0
� "� ��� ����� ��� � ����
 ������
 � δλ∗

���� �� ��� δ ��� V (λ∗) ����,�
δλ∗(b�(t)) = b�∗(t)

�
� ��� � ����� � ���� 
 ��������� ������ �� ���
� �� ��������� �� ηλ

�
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�	�	 ��� ���  �� �� � 
���
(t′1, · · · , t

′
N ) = b−1

�∗ ηλ(c−1
� (t1, · · · , tN ))� ����¢

t′k = lk − tk −
∑

j>k

aikij tj

��
(l1, · · · , lN ) := b−1

�∗ ηλ(vλ) =
(
〈λ, α∨

ik
〉
)

1≤k≤N

� ����� � $� ������� �� ���� ��� b−1
�∗ δλ∗b� = id �� ��� ηλ = δλ∗φλ

�  �� �� �

b−1
�∗ ηλc−1

� (t) =
(
b−1
�∗ δλ∗b�

) (
b−1
� φλc−1

�
)
(t) = b−1

� φλc−1
� (t)

�� ���
� �� ��� ������ �� �� �	�� � ( � ���� �� ��
 ����� ��� b−1
� φλ(vλ) =

b−1
�∗ ηλ(vλ)

�
�

"� ��� ��
 ������ �� ��� ����� ����������� b−1
�∗ ηλc−1

�
���� �& �� � �� ��� ��

������ �������� �� ��� ���� ��� �� λ
�

��� �������� � �� ���� ���� ��� �� λ = λ1$1+· · ·+λn$n
� �� � lk = 〈λ, α∨

ik
〉 =

λik

�  �� �� � � ��� ���� 
 �� ���� �� � � �� ��,��� ��� ����������� �������� Ω� ��
� ����� � � ��� ���� (λ, t) = (λ1, · · · , λn, t1, · · · , tN ) ∈ Rn+N �

Ω�(λ, t) = (λ1, · · · , λn, t′1, · · · , t
′
N ), ���� t′k = λik − tk −

∑

j>k

aikij tj

����
 ��� ��� � �� b ��� �� ���
 ��� �� B(λ) ����� Ω�(λ, c�(b)) = (λ, b−1
�∗ ηλ(b))

�

( ����
 ���� � 
 ��������� �� ������ ���
 ������� �� ηλ
� � ���� � ���� � ��������	

���� ξ ��� � �� ������

 � �� �	�� �
+���� ����� x ∈ G

� �� � ��� ξ(x) := [w0(x
−1)ιw−1

0 ]+
�

� �	$	� �� �	�  �� �� �
��	 � ���� ������� ξ

���  �� � � ��� ����� ��
Lw0,e

>0

¢��
Le,w0

>0
�

���	 ��¢ �����¢� ��¢ ��
(x−1

� ◦ξ ◦x−�′)∨
¢� � ��¢ ��� ��¢¢��¢ ����� �� ��¢ ¢�¢

¢��¢������� #
����	 � � �

b−1
� ηλc−1

�′ (t) = [(x−1
� ◦ ξ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� ηλ(vλ).

� ����� � $� ��
 ����� ��� w0yi(t)w0
−1 = xi∗(−t) �� w0t

α∨
i w0

−1 = t−α∨
i∗

�
 �� �� � �� � ξ(x−�(t1, · · · , tN )) = ζ(x−�∗(t1, · · · , tN ))

�
$� ���� ��� �� ������
 � � �
 �	 ��� � ��� ���� � � ������������ x−� ��� ���

� �� ������ ��
RN

>0
��� Lw0,e

>0

� �� �� ���� ��� �� ���������� � �� �
 ��� ζ ��� � �� ������
�� Lw0,e

>0
��� Le,w0

>0

� �� � ���� ��� ��� ����� �
$� � (x−1

� ◦ξ◦x−�′)∨ = (x−1
� ◦ζ ◦x−�′∗)∨

� $� ���� ��� �� ������
 � � �
 �
 ���
(x−1

� ◦ζ ◦x−�′∗)∨
��� ������ ��� ��� ���������� � ������������ ��� � ������������ �

� ��$ ���� �
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+�,� � �� � ��� � �� ����� ���������� � �� ��� ��� � b−1
�∗ ηλc−1

� (t) = b−1
� φλc−1

� (t)
�

( ��$ � �� ������������ ��� � ��� �� � �� �∗ �� �� ��������� �� ������
 � � �� �� �

b−1
� ηλc−1

�∗ (t) = b−1
�∗ φλc−1

�∗ (t)

= [(x−1
�∗ ◦ ζ ◦ x−�∗)∨]�� (t) + b−1

�∗ φλ(vλ)

$� ��
 ����� ��� x−1
�∗ ◦ζ◦x−�∗ = x−1

� ◦ζ◦x−� ��� �� ������� ��� ���
� ��� � ������
� �	� �� �� ���� ��� ��� ���& ������ �� �� 
 ������ �� ������ ����,��� ai∗j∗ = aij

�
$� � ��� � ��
 ����� ����� ���������� � �� ��� ��� b−1

�∗ φλ(vλ) = b−1
� ηλ(vλ)

� ( ���
,����
 ��� �

b−1
� ηλc−1

�∗ (t) = [(x−1
� ◦ ζ ◦ x−�)∨]�� (t) + b−1

� ηλ(vλ)

= [(x−1
� ◦ ξ ◦ x−�∗)∨]�� (t) + b−1

� ηλ(vλ)

+�,� �� � ��� ����� �� ������
 ��� �� 
 �� ���� �� �� ����������� c�∗c−1
�′ (t) =

[(x−1
−�∗x−�′)∨]�� (t) � t ��� � �� ���
� �� ��	������ �� �� ������� �

b−1
� ηλc−1

�′ (t) = [(x−1
� ◦ ξ ◦ x−�′)

∨]�� (t) + b−1
� ηλ(vλ)

�

����$��  �� � � ( �� � �� ��� �
2
� ���� b �� ���
 ��� �� B(λ1$1+λ2$2)

� ����� �
(t1, t2, t3) = c121(b)

�� ηλ(b) = b212(t
′
1, t

′
2, t

′
3)

����� �






t′1 = λ1 − t1 + t2 − 2t3
t′2 = λ2 − t2 + t3
t′3 = λ1 − t3

+� �� (t1, t2, t3) = c121(b)
�� ηλ(b) = b121(t

′′
1, t

′′
2 , t

′′
3)

����� �






t′′1 = λ2 + t1 − t2 + 2t3 −min (t1 + t3, t2)
t′′2 = λ1 − t1 − 2t3 + min (t1 + t3, t2)
t′′3 = λ2 + t3 −min (t1 + t3, t2)

����$��  �� �� � ( �� � �� ��� �
2
� ���� b �� ���
 ��� �� B(λ1$1+λ2$2)

� ����� �
(t1, t2, t3, t4) = c1212(b)

�� ηλ(b) = b1212(t
′
1, t

′
2, t

′
3, t

′
4)

����� �






t′1 = λ1 − t1 + t2 − 2t3 + t4
t′2 = λ2 − t2 + 2t3 − 2t4
t′3 = λ1 − t3 + t4
t′4 = λ2 − t4

� �� �� ����� ��� ��� ��� �������� ��������
$� � ���������� ��� ��� ����������� � �������� c�φλb� �� ζ−1 � ��� ���
� ���

���������� �� �� ���� ������� �� ������ ��� ��� ����� ���� ��� � �	�� �
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� �	$	� �� �	�  �� �� � 
��� � � ��� ������ ��
λ

� ����¢ ��� �� �# � � �
��	 
 �

(t1, · · · , tN ) = x−1
−� ζ

−1x�(t′1, · · · , t′N )� ����¢

tk = t′
−1
k

∏

j>k

t′
−a′

ij ik

j , 1 ≤ k ≤ N �� �	��

��
a′ijik

= 〈β�,k, β∨
�,j〉
#

���	 
 �
(t1, · · · , tN ) = c�φλb�(t′1, · · · , t′N ) ����¢

tk = l′k − t′k −
∑

j>k

a′ikij t
′
j , 1 ≤ k ≤ N �� �
��

��
a′ijik

= 〈β�,k, β∨
�,j〉

��
l′k = 〈λ, β∨

k 〉
#

���� ���
 ���� β�,k ��� ��� ��,��� �� 
 �	 �
� �
� ����� � $� ���� ��� �� �	�� � ��� �

t′k = t−1
k

∏

j>k

t
−aij ik

j , 1 ≤ k ≤ N

"� ��& � ����� �� ����,�� �� ��� ����������� ��� ���������� � ��� � �� 
 �
��� ��
������ �� � �	� �� ������� tk

� $� ��
 ����� �� ��������� � ����������� �� 〈 , 〉 ���
W

� ��� � ��� ���� 1 < k < j < n �

a′ij ik
= 〈si1 · · · sik−1

αik , si1 · · · sij−1α
∨
ij〉

= 〈sij−1 · · · sikαik , α∨
ij 〉."� � ��� �� ���� �� ����� ��� �

(

t−1
k

∏

l>k

t
−ail,ik

l

)−1
∏

j>k



t−1
j

∏

l>j

t
−ail,ij

l





−〈sij−1
···sik

αik
,α∨

ij
〉

.

"� ��� ����� ��� � ���� ����� �� tk
��� � ����� ���������� ��� 1

� �� ��� �� l < k
�

����� � ��������� �� tl
��� *��� � � ������ � ��� ��� � �� ��� l > k � ���� ����� ��

tl
��� ����� *��� � � ��������� �� tl

��� ����� ��� �

ail,ik +




∑

l>j>k

ail,ij〈sij−1 · · · sikαik , α∨
ij 〉



+ 〈sil−1
· · · sikαik , α∨

il
〉.

�� ����� sij (α
∨
il
) = α∨

il
− ail,ijα

∨
ij

� ���� ��� ���� � �

〈αik , α∨
il
〉 +




∑

l>j>k

〈sij−1 · · · sikαik , α∨
il
〉 − 〈sij−1 · · · sikαik , sijα

∨
il
〉





+ 〈sil−1
· · · sikαik , α∨

il
〉.
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� �� ���
 �� �� �� ��

 � �� ��
���,��� ���� � ���� � ��� ������ �

〈αik , α∨
il
〉+ 〈sikαik , α∨

il
〉 − 〈sil−1

· · · sikαik , α∨
il
〉+ 〈sil−1

· · · sikαik , α∨
il
〉 = 0,

�� � ���� �� �� ��� ��� ���� ����� �� � ���� ������ � �� � ��� �� � ��������� � ������������ �& �� �� �	�� � �� ��� �	
����� �� � ������������ �& �� ������� ��� c�(vlow

λ∗ )
� $� ���� ���� ����� 
 �� ��� ���

����� ��� ������ ���� (〈λ, β∨
�,k〉)1≤k≤N

� ���� �������� �� ������ �������� � ����
�� ����� � ��� ������������ ���� � ���� ��
 ������ � ���� � ��	������ �� � 
��� ��
���� ���� ������ �

�

� �	$	� �� �	�  �� � � � ���� ������� ����¢�
ζ−1 : Le,w0

>0 → Lw0,e
>0

�¢� ����
��� �

ζ−1(x) = [w0
−1xT ]0x

ιT

� ����� � # ���,�� � ��� � ������������ ��	������ ��� � ��� ��,��� �� ��������� ���
��,������ � �� ��� �� ��� �������� � �� ��� � ���� x ∈ Le,w0

>0

� ����� � y := [w0x
T ]0x

ιT

�� 
 ������ � ��� y ∈ Lw0,e
>0

� �� ����� x ∈ U ∩B−w0B
− ∩G>0

� �� � ��� ������
x ���� �� ���
 � �

x = n1h1w0h2n2,
���� n1, n2 ∈ U−, h1, h2 ∈ T

+� ��������� �� ���� ��� w0
���
 ����� T �� ��� w0

2 ∈ T
� �� � ��� ��
���,��

h1w0h2 = hw0
−1, h ∈ T

( ����
 ��� �
x = n1hw0

−1n2,
���� n1, n2 ∈ U−, h ∈ T

�� �� �

w0
−1xT = w0

−1nT
2 (w0

−1)T hT nT
1 = w0

−1nT
2 w0

︸ ︷︷ ︸

∈U−

h
︸︷︷︸

∈T

nT
1

︸︷︷︸

∈U

� ��$ h = [w0
−1xT ]0

�� ����

y = [w0
−1xT ]0x

ιT = h
︸︷︷︸

∈T

nιT
1
︸︷︷︸

∈U

hιT (w0
−1)ιT nιT

2

$� ���� ��

���� ��� ���� ���
 ���� �� T �� U ��	������ � �� ��
��� ����
�� ���� ��� hιT = h−1 �� ��� (w0

−1)ιT = w0
� �� ������� �

y = n′ιT
1

︸︷︷︸

∈U

w0 nιT
2
︸︷︷︸

∈U

��� �������� x ∈ U
� ���� y = [w0x

T ]0x
ιT ∈ B− � �� ���� y ∈ Lw0,e =

Uw0U ∩B− � "� ����� � ����,�� �� � ������ ��� �� y
� ) ���� � � �� 
 �� ���� �� �� w0

�
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�� �������� � �� ������
 � � �
 �	 � ��� x �� y
� $� � ��� ������ y = x−�(t1, · · · , tN ) =

yi1(t1)t
−α∨

i1
1 · · · yiN (tN )t

−α∨
iN

N
���� (t1, · · · , tN ) ∈ CN

6=0

� +� ��������� ��� ����	
���� � �� ��

������� �� ��� �� ����� y = hyi1(t

′
1) · · · yiN (t′N ) ���� h ∈ T�� t′k = tk

∏

j>k t
aij ik

j

� � ��� �� �� ���� ����� (t′′1 , · · · , t
′′
N ) ∈ RN

>0
��� ��� x =

x�(t′′1 , · · · , t′′N )
� ( ��� y = [w0x

T ]0x
ιT = [w0x

T ]0yi1(t
′′
1) · · · yiN (t′′N )

� +� ������	
,��� ��� ���� ��������� �� �� ���� �� ��� (t1, · · · , tN ) ∈ RN

>0
�� ���� ,����
 ���

y = [w0x
T ]0x

ιT ∈ Lw0,e
>0

� � ������������ ������ ��� � � ������� ��� ���� � ��� ��	
,��� � ( � ���� �� ���� ������
 ��� ��� ζ([w0x

T ]0x
ιT ) = x ���� � ���� � ��� ��

���������� �� ζ
�

�
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�� �������������� ������� �� �������� ��� �� ���� ��
 � ������ ��� � �� ��
 	
����� �������� ��� ��������� ������ � �� ��� ��� ��������������� ��� ��������
�� ���� ���� �� ��� �������� �� ����� ��� � ��� �� ���� ��� ��-������ ������� �
� ��

 ����� ��� !����� ��� �� �����
 ���� � �	�� � ����� � �����
 ��� ��� ���	
���� �� �		� � ��� � �� ��� � ���� ������ ���� ����� �� �������� � ��� �������� �����
���������� � � ��� ������ ����

 ��� ��� � �	� �

( �� � �� �������� �� � ���������� �� ���� ��
 � �� �������������� ������� ���
�������� �� � ��������� � ��� �������� ��� ��� ������� ���� ��� � ���� � �� ����
��� ����	�������� �� �� ������� �� ���� ���� G/B �$ G ��� �� ����� � �� � ��
��
 �	��
��� �� B �� ���� ����� � �� ����� � ��,���� ��

 � � ������������� � ����
������� �� ����� ��� BwB/B �� � ���� ����� ��� ��� ���� B−τB/B

� �� ��������
��� �������� ��

 � �� �� �

�� ���
 ��� ����	�������� �������� ��� �������� �������� � �� ���
 ��� ����	
������ ������� �� ������ ������ ��� ��,������ � �� ��� �������� � �� �	�� � $�
� �������� �� ��� ��������� ������� � ������ � ��������� �� � ��� � �� ���� ��
 �
���������� �������� ��� ��� ��������� � ���� ������� ������� � ������ � ��� � �	
����� � ! � �� ������� � P �� ���� ��� ��� ������� AP

����� ��� ����(AP) ����
��� ������� ������� � +�,� � �� ����� ��� ���
���� �� ����� �������� � ���������
���� ��� � ��� �������� �������� �

� ���� ��
 � ����	�������� �� ��

 ���� ��� ��������� �� ���� ��
 � ��
�������������� ��� �� ��� �� 
 ������ �� ���������� ��� � ��� ������� � ����� 
 �	
����� ��� ����� ��� ��� ����� ��� ���������� � �� ��� ����� � 
���� � �������� ��
����������� ���� ���� � �� ������� � � ���� , �������� ����� ��� �� ������ ���� ���
���� �� ��� � AP

� ��� �� ������� � ������ � � $� ������ ����������
 ��� ��� ���
��� �������� �� ���� ���� � �������� �� ����� ��� �� �������� �� � ��������� � ���
������� �� ����� ��� ������� ��� � ��
 ��� ��� w0

� ���� ������� �� ����� ��� � ���
�������� ��������� �� ���� ����� ��� � ����������� �� �����*��� ����� ����������� �
$� ��� ����� �
 ��� � �������� ��� ���� ����� �� �������� � �

��
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��� ������� ������� ��� ��� ������� ���
 ��� �� � �������� �� ���� T ��

 �
�� ����	�� ��
� �� ������ ��� �� �� ��� �������� �� ���� �� �� �� �����������
� ������� ��������� �� T ��� �� �	
�
 � �

�� ���
 ��� ���
��� ��� � ��� � ��� ������ ��� ���� � ��� ������� ���� ������
Pn(C) ���� �� ���� T = (C∗)n

�
�� ��� ��������� ��������� � ���� ������� ������� �� ���� � ������ � ��� ��	

���� N
� ���
 ����� �

Zn � �� � ��� �� ��
� �� ∆ �� � ��� ���� ���� �������	

 ��� �������� � ���������� �� ������������ � � ����� ��� � � ������� ��������� ����
NR = N ⊗Z R

� � ��� ��
� �� ∆ ���
 � �� ��� ���� ���� ���� � ���� � ���� ���
������ ���� � ��� � �� �� ∆ ��� �� ��� ����� ������������ �� ���� � ��� ��
∆

� ��� ������ �� � �� �� ∆ �� ���� � ���� �� NR
���������� � �� � �� � ����

����� � ��� ���� ��� �� ������� ������� X(∆) ���� ���� � ∆
�

�� �� �� �	 
� �

�� �� �� �� �� ��
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� �� � � � � �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¢ § ©¢ ª ¢ « ¬ § ¢ � � � � �

 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´ µ ´ ¶ ¥ · ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¸ § ¥ ¹ º » · ¢ � � � ¢ ¼ ¤ § ¥ ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¨ ¢ ¨ ¾ ¬ ¥ · ¤ ¬ ½ » ·
¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ � Á ¢ · ¾ ¼ ¢ ¥ »

N
¢ ¼ ¤ § ¢ · ¾ ¼ ¢ ¥ »

Z2 ¢ ¤ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ §
∆¢ ¼ ¤ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ ¬ ¤ ¿ Ã £ ¢ ¼

{σ1, σ2, σ3, σ1 ∩ σ2, σ1 ∩ σ3, σ2 ∩ σ3, {0}}
�

Ä Å Æ Ç È É È Ê Ç Ë ¯ Ì Ê Í Î ¯ Ï É Ì Ð Ñ Ç ¯ Ì Ò Í È Ï ¯ Ó Ê Í Î Ï ¯ Ç É
X(∆) Ô

Õ ¿ Ö ¥ À » ¢ ¿ Ã £ ¢
σ

¨ ¢
∆

½ £ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ » £ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¥ × £ ¢
Uσ

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¨ ¢ § ¥ « ¥ £ ¦ Ø · ¢
¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ �

Ù £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ Ø · ¢ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ § ¢ · ¾ ¼ ¢ ¥ »
M = Ú ½ «

(N, Z)
¨ » ¥ § ¨ ¢

N
¸ ¢ ¤ ½ £ £ ½ ¤ ¢

〈 , 〉
§ ¢ ¿ ½ » ¬ § ¥ º ¢ £ ¥ ¤ » · ¢ § ¼ » ·

N ×M
� Õ ¤ ½ » ¤

σ ∈ ∆
½ £ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ ¼ ½ £ ¿ Ã £ ¢ ¨ » ¥ §

σ∨ ¨ ¥ £ ¼
MR = M ⊗Z R Ô

σ∨ := {u ∈MR, / 〈v, u〉 ≥ 0,∀ v ∈ σ}
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σ∨
2

σ∨
1

σ∨
3

� �� � � �� � �Ã £ ¢ ¼ ¨ » ¥ » ª ¨ ¥ £ ¼ § ©¢ ª ¢ « ¬ § ¢ � � � � �

  ¤ ½ £ ¬ ½ ¼ ¢ Ô
Sσ := σ∨ ∩M

Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
Sσ

¢ ¼ ¤ » £ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¹ £ ¦ « ¢ £ ¤ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ � Ù £ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¼ ½ £ ¥ §�
º Ø Â · ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ Ô

CSσ :=
⊕

u∈Sσ

Ceu

�¿ ¦ ¸ § ©¢ ª ¬ ½ £ ¢ £ ¤ ¦ ¢ § § ¢ ¢ ¼ ¤ � » ¼ ¤ ¢ » £ ¢ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¬ ½ » · § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ � Á ¢
¬ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¼ » ·

CSσ
¢ ¼ ¤ ¨ ½ £ £ ¾ ¬ ¥ · Ô

eueu′

= eu+u′

, u , u′ ∈ Sσ

Á ©¥ § º Ø Â · ¢
CSσ

¢ ¼ ¤ ¿ ½ « « » ¤ ¥ ¤ ¦ ¡ ¢ ¢ ¤ ¨ ¢ ¤�¬ ¢ ¹ £ ¦ ¸ ½ £ § » ¦ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
¥ × £ ¢ Ô

Uσ := �¬ ¢ ¿
CSσ

� ¯ ° Ð Ï Ò Í ¯ ³ ´ µ ´� ´ Á ¢ ¿ Ã £ ¢
{0}

¢ ¼ ¤ ¤ ½ »� ½ » · ¼ ¨ ¥ £ ¼ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¸ ¢ ¤ § ©½ » ¡ ¢ · ¤ À » ¦
§ » ¦ ¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¼ ¤ Ô

U{0} = �¬ ¢ ¿
C
[
X±1

1 , · · · ,X±1
n

]
' (C∗)n

 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´� ´ � ¥ £ ¼ § ©¢ ª ¢ « ¬ § ¢ � � � � � ¸ ½ £ £ ½ ¤ ¢
{e1, e2}

§ ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢
N

¢ ¤
{e∗1, e

∗
2}

§ ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢
M

� Ù £ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¤ § ¢ ¼ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¼
Sσ1

¸
Sσ2

¸
Sσ3

¢ £ ¤ ¢ · « ¢ ¼ ¨ ¢ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ Ô
Sσ1 =< e∗1 , e∗2 >, Sσ2 =< −e∗1 , e∗2 − e∗1 >, Sσ3 =< −e∗2 , e∗1 − e∗2 >

Ù £ ¬ ½ ¼ ¢
X := ee∗1

¸
Y := ee∗2

� Ù £ ¥ Ô
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Sσ1

Sσ3

Sσ2

e∗
1

e∗
2

� �� � � �V � �¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¼ ¨ ¥ £ ¼ § ©¢ ª ¢ « ¬ § ¢ � � � � �

Uσ1 := �¬ ¢ ¿
C [X,Y ] ' C2

Uσ2 := �¬ ¢ ¿
C
[
X−1,X−1Y

]
' C2

Uσ3 := �¬ ¢ ¿
C
[
Y −1,XY −1

]
' C2

� ¯ Ó Ê ² ² ¯ ° ¯ Ç É Ë ¯ Ì Ê Í Î ¯ Ï É Ì
Uσ Ô

�½ ¦ ¤
σ, τ ∈ ∆

¸ ½ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ ¬ ¥ · W ½ ¦ ¼ § ¥ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £
τ � σ

¬ ½ » · ¼ ¦ º £ ¦ ¹ ¢ · À » ¢
τ

¢ ¼ ¤
» £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢

σ
�

X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´ µ ´ ³ ´ Y Z [\ ] ^
τ _ ` a b c _ d e f _ g _ σ h e i j k ` lm ^n

σ∨ ∩ τ⊥ _ ` a b c _ d e f _ g _ σ∨ hm^ ^n o j b k a j b a u g e c ` i p̂ c a q k ^ _ b k k _ i e a d̂ g _ σ∨ ∩ τ⊥

Sτ = Sσ + Z≥0(−u) r� � � s
Á ©¾ º ¥ § ¦ ¤ ¾ r� � � s ¨ ½ £ £ ¢ » £ ¢ ¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¤ ¾ ¥ » £ ¦ ¡ ¢ ¥ » ¨ ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ Ô

CSτ = (CSσ)eu =
§ ¢ § ½ ¿ ¥ § ¦ ¼ ¾ ¨ ¢

CSσ
¢ £

eu r� ��s
À » ¦ ¼ ¢ ¤ · ¥ ¨ » ¦ ¤ ¿ ½ « « ¢ » £ ¢ ¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £ ¢ £ ¤ ¥ £ ¤ À » ©½ » ¡ ¢ · ¤ ¬ · ¦ £ ¿ ¦ ¬ ¥ § ¨ ¢

Uτ
¨ ¥ £ ¼

Uσ
�

� ¯ ° Ð Ï Ò Í ¯ ³ ´ µ ´� ´ t ½ » ¤ ¿ Ã £ ¢
σ ¿ ½ £ ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¢ £ ¤ ¥ £ ¤ À » ¢ W ¥ ¿ ¢ § ¢ ¿ Ã £ ¢

{0}
� Õ ¦ £ ¼ ¦

¤ ½ » ¼ § ¢ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼
Uσ

¿ ½ £ ¤ ¦ ¢ £ £ ¢ £ ¤ » £ ¢ ¿ ½ ¬ ¦ ¢ ¨ » ¤ ½ · ¢ r¡ ½ ¦ · · ¢ « ¥ · À » ¢ � � � ��s �

�¦
τ = σ ∩ σ′ ¸ ¥ § ½ · ¼

τ � σ
¢ ¤

τ � σ′ � Á ¢ ¼ ¨ ¢ » ª ¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £ ¼ Ô
Uσ′ ←↩ Uσ∩σ′ ↪→ Uσ

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¼ ¼ ¢ £ ¤ § ¢ · ¢ ¿ ½ § § ¢ « ¢ £ ¤
Uσ ∩ Uσ′ = Uσ∩σ′

�



� �� �������	 �
����	 ��

�� � �� � � �� ��

	 	
 ��� � �� ���� �� �

� �� �� �� �

� �� �� �� �
� �� �� �� � � �� � �� � !" # #$ %&

' '( )*+,- -. . /0

12

34

5 56 6

78

9: ;< => ?@

AB CDEF GH

IJ

KL M MN OP QR

ST UVW WXYZ [\ ]̂

Sσ1∩σ2
Sσ1

(σ1 ∩ σ2)
⊥

−e∗
1

� �� � � �� �

 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´ _ ´ � ¥ £ ¼ £ ½ ¤ · ¢ ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¸ ½ £ ¡ ½ ¦ ¤ À » ¢ Ô
Sσ1∩σ2 = Sσ1 + Z≥0(−e∗1) r¿ W ` ¦ º �� �� s ¢ ¤

Sσ1∩σ2 = Sσ2 + Z≥0(e
∗
1)

� ©½ a ¬ ¥ · r� ��s Ô
Uσ1∩σ2 = {(x, y) ∈ Uσ1 / x 6= 0} =

{
(x−1, x−1y) ∈ Uσ1 / x−1 6= 0

}

Á ¢ · ¢ ¿ ½ § § ¢ « ¢ £ ¤
Uσ1 ∩ Uσ2

¢ ¼ ¤ ¨ ½ £ £ ¾ ¬ ¥ ·
(x, y)↔ (x−1, x−1y)

�
` ¦ £ ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ § ¢ ¼ ¤ · ½ ¦ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¼ ¢ · ¢ ¿ ½ § § ¢ £ ¤ ¨ ¢ § ¥ « ¥ £ ¦ Ø · ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ Ô

Uσ1 : (x, y)
66
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Uσ2 : (x−1, x−1y) oo // (y−1, xy−1) : Uσ3

r� �V s

Ù £ ¿ ½ £ ¼ ¤ ¥ ¤ ¢ À » ¢ ¿ ©¢ ¼ ¤ § ¢ « b « ¢ · ¢ ¿ ½ § § ¢ « ¢ £ ¤ ¬ ½ » · § ¢ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¬ · ¦ £ ¿ ¦ ¬ ¥ » ª ¨ ¢
P2

�   £ ¢ c ¢ ¤ ¸ ¼ ¦ ½ £ £ ½ ¤ ¢
(t1 : t2 : t3)

§ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¨ ¢
P2

¢ ¤ Ô
U1 := {(t1 : t2 : t3) ∈ P2, / t1 6= 0} ' C2 = {( t2

t1
, t3

t1
)}

U2 := {(t1 : t2 : t3) ∈ P2, / t2 6= 0} ' C2 = {( t1
t2

, t3
t2

)}

U3 := {(t1 : t2 : t3) ∈ P2, / t3 6= 0} ' C2 = {( t1
t3

, t2
t3

)}

  £ ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤
x = t2/t1

¢ ¤
y = t3/t1

¸ § ¢ ¼ ¤ · ½ ¦ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¨ ¢
P2

¼ ¢ · ¢ ¿ ½ § § ¢ £ ¤ ¬ ¥ ·
r� �V s �

` ¦ £ ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ¸ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢
X(∆) ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ ¤ ¢ d ¬ ¥ · ¤ ¦ · ¨ ¢ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¢ § ¥

` ¦ º » · ¢ � � � ¸ £ ©¢ ¼ ¤ ¥ » ¤ · ¢ À » ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢
P2(C)

�

e Ó É È Ê Ç Ë Í É Ê Ï ¯ Ì Í Ï ² Ð Î Ð Ï È Å É Å É Ê Ï È Ò Í ¯ f

Ù £ ¦ £ ¤ ¢ · ¬ · Ø ¤ ¢ ¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £ ¼ ½ Â � ¢ ¤ ¼ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¼ ¬ · ¾ ¿ ¾ ¨ ¢ « « ¢ £ ¤ d § ©¥ ¦ ¨ ¢ ¨ ©Ö ½ « ½�
« ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¼ �   £ ¢ c ¢ ¤ ¸ § ¢ ¼ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¿ ¢ ¼ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ ¼ ¼ ½ £ ¤
£ ¥ ¤ » · ¢ § § ¢ ¼ Ô

» £ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¨ ¢
Uσ

m
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» £ ¦ ¨ ¾ ¥ § « ¥ ª ¦ « ¥ § ¨ ¢
CSσ

m» £ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¨ ©¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¨ ¢
CSσ → C

m» £ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¼ ¨ ¢
Sσ → C

½ a § ¥ ¼ ¤ · » ¿ ¤ » · ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ d ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ¢ · ¼ » ·
C

¢ ¼ ¤ · ¢ § ¥ ¤ ¦ ¡ ¢ d § ¥ « » § ¤ ¦ ¬ § ¦ ¿ ¥�
¤ ¦ ½ £ �

Ù £ ¬ ¢ » ¤ W ¥ ¦ · ¢ § ¢ ¼ ¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¹ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ ¼ Ô
Uσ = Ú ½ «

sg(Sσ, C)

T = Ú ½ «
sg(M, C∗)

Á ©¥ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ ©» £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤
h ∈ T

¼ » · » £ ¬ ½ ¦ £ ¤
ϕ : Sσ → C

¢ ¼ ¤ ¨ ½ £ £ ¾ ¬ ¥ · Ô
h · ϕ : u 7→ h(u)ϕ(u)

Á ¢ ¼ ½ · Â ¦ ¤ ¢ ¼ ¨ ¢
T

¨ ¥ £ ¼
X(∆)

½ £ ¤ ¾ ¤ ¾ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¤ ¢ ¼ ¨ ¥ £ ¼ ���� Ô
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´ µ ´� ´ Y Z [\ � j b k σ ∈ ∆h j c o j ` _ Oσ = Ú ½ «

(σ⊥ ∩M, C∗)m ^n
{Oσ , σ ∈ ∆} _ ` a i p_ c ` _� �i _ g _ ` T � j k �^ a _ ` g e c ` X(∆)hm^ ^n
Oσ ' (C∗)�	
��(σ) hm ^ ^ ^n
Oσ =

⊔

σ�τ Oτ 
� ���� ������������ � ������ � ��� �� !���"

Ù £ ¬ ¢ » ¤ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ¸ ¢ £ ¬ ¥ · ¤ ¥ £ ¤ ¨ ©» £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¿ ½ £ ¡ ¢ ª ¢
· ¥ ¤ ¦ ½ £ £ ¢ § �

�½ ¦ ¤
P

» £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¿ ½ £ ¡ ¢ ª ¢ · ¥ ¤ ¦ ½ £ £ ¢ § ¿ ½ £ ¤ ¢ £ » ¨ ¥ £ ¼ § ©¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¨ » ¥ §
MR

¸ ¤ ¢ §
À » ¢ ¼ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ ¦ ¢ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¨ ¢

M
� #½ ¦ ¿ ¦ ¨ ¢ » ª ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¿ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¾ À » ¦ ¡ ¥�

§ ¢ £ ¤ ¢ ¼ Ô
�$s Á ¥ ¬ · ¢ « ¦ Ø · ¢ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¿ ¤ ¦ ½ £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¼ ¤ ¢ d ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ · d

P
» £ ¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ §

∆P
¢ ¤ ¨ ¢

¼ ¢ · ¥ « ¢ £ ¢ · ¥ ¦ £ ¼ ¦ d § ¥ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¨ » ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ ¬ · ¾ ¿ ¾ ¨ ¢ £ ¤ �
�½ ¦ ¤
F

» £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢
P

¸ £ ½ ¤ ½ £ ¼ Ô
σF :=

{
v ∈ NR / 〈u′ − u, v〉 ≥ 0

¬ ½ » · ¤ ½ » ¤
u ∈ F , u′ ∈ P

}

�§ ¢ ¼ ¤ ¿ § ¥ ¦ · À » ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
σF

¢ ¼ ¤ » £ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢
NR

¸ ¨ ¢ ¬ § » ¼ Ô
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´ µ ´ � ´ Y Z [\ % p_ c ` _� �i _ g _ ` f&c _ ` σF h i j k ` 'b _ F o e k f j b k a i p_ c �

` _� �i _ g _ ` d e f _ ` g _ P h d j k� _ b c q( _ c a e ^ i f j�o i _ a
Ù £ £ ½ ¤ ¢ · ¥ ¬ ¥ · § ¥ ¼ » ¦ ¤ ¢

∆P
¿ ¢ ¤ ¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¸ ¢ ¤

XP = X(∆P )
§ ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¿ ½ « « ¢ ¥ » ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ ¬ · ¾ ¿ ¾ ¨ ¢ £ ¤ �
 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´ � ´ ¶ ¥ · ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ½ £ ¼ § ¢ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¨ ¢

R2 ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ Ô
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S2 = (1, 0)S1 = (0, 0)

S3 = (0, 1)

Á ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼
σ1

¸
σ2

¢ ¤
σ3

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¼ · ¢ ¼ ¬ ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢ « ¢ £ ¤ ¥ » ª W ¥ ¿ ¢ ¼
{S1}

¸
{S2}

¢ ¤
{S3}¼ ½ £ ¤ ¿ ¢ » ª · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¾ ¼ ` ¦ º » · ¢ � �� � Ù £ · ¢ ¿ ½ £ £ ¥ ¦ ¤ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ d § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

P2(C)
�

Á ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ » ¥ » ª ¢ ¤ § ¢ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¼ ½ £ ¤ ¨ ¥ £ ¼ § ¢ « b « ¢ ¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢
M

� Á ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼
¨ » ¥ » ª ¼ ¢ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¡ ¢ £ ¤ W ¥ ¿ ¦ § ¢ « ¢ £ ¤ d ¬ ¥ · ¤ ¦ · ¨ ¢ § ¥ º ¾ ½ « ¾ ¤ · ¦ ¢ ¨ » ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ �   £ ¢ c ¢ ¤ ¸
¼ ¦
F

¢ ¼ ¤ » £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¸ § ¢ ¿ Ã £ ¢
σ∨
F

¢ ¼ ¤ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¬ ¥ · § ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼
u′ − u

¸ ½ a
u′ ¬ ¥ ·�

¿ ½ » · ¤ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¨ ¢
P

¢ ¤
u

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¨ ¢
F r¡ ½ ¦ ·

` ¦ º » · ¢ � �� s �

� ¥ £ ¼ § ©¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¸

σ∨
1 = < S3 − S1, S2 − S1 >

σ∨
2 = < S3 − S2, S1 − S2 >

σ∨
3 = < S1 − S3, S2 − S3 >
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σ∨
3

σ1

σ3

σ2

NR MR

P
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P0 := {0}

Pn := P + P + · · · + P
︸ ︷︷ ︸
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, n ∈ N

Pn := Pn ∩M

Ù £ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ » £ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ ¨ ¥ £ ¼
N×M

¢ £ ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤ Ô

Γ :=
⊔

n∈N

n× Pn

Ù £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ Ø · ¢ § ©¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢ Ô

AP := CΓ =
⊕

γ∈Γ

Ceγ =
⊕

n∈N

(
⊕

u∈Pn

Ce(n,u)

)

r� �� s

Á ©¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¶ · ½�
(AP )
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� �� � � �� � Á ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢
Γ

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¥ » ¤ · ¦ ¥ £ º § ¢

Á ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢
Γ =

⊔

n∈N
n × Pn

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¼ ¤ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¬ ¥ · § ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼
(1, 0, 0)

¸
(1, 1, 0)

¢ ¤
(1, 0, 1) � ¦ § ¢ ¼ ¤ · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¾ ` ¦ º » · ¢ � � � � �� �

Ù £ ¬ ½ ¼ ¢
e(1,0,0) = X

¸
e(1,1,0) = Y

¢ ¤
e(1,0,1) = Z

¸ ½ £ ¥ ¥ § ½ · ¼
CΓ =

C [X,Y,Z]
¢ ¤ ½ £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢

P2 =
¶ · ½�

(C [X,Y,Z])
�

X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´ µ ´ µ µ ´ � ( _ f i _ ` c j a e a ^ j c ` f ^�g _ ` ` b ` l
¶ · ½�

(AP) ' XP

X Ï ¯ Í Î ¯ � Á ¥ ¬ · ¢ » ¡ ¢ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¼ ¤ ¢ d ¿ ½ « ¬ ¥ · ¢ · § ¢ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¥ × £ ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¨ ¢ » ª ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼
¢ ¤ § ¢ ¼ · ¢ ¿ ½ § § ¢ « ¢ £ ¤ ¼ ¢ £ ¤ · ¢ ¢ » ª � t ½ » ¤ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¡ ½ £ ¼ § ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ Ô�§ ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

XP
¢ ¼ ¤ § ¥ · ¾ » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ ¼ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¥ × £ ¢ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼

UF
¸
F

¬ ¥ · ¿ ½ » · ¥ £ ¤
§ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢

P
¸ · ¢ ¿ ½ § § ¾ ¼ ¬ ¥ ·

UF ∩ UF ′ = U<F ,F ′>
¸ ½ a

< F ,F ′ >
¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ § ¥

¬ § » ¼ ¬ ¢ ¤ ¦ ¤ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢
P ¿ ½ £ ¤ ¢ £ ¥ £ ¤

F
¢ ¤
F ′ � Õ¡ ¢ ¿ § ¢ ¼ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¸ ¬ ½ » ·

F
» £ ¢ W ¥ ¿ ¢

¨ ¢
P Ô

σF := {v ∈ NR / 〈u′ − u, v〉 ≥ 0, ∀ u ∈ F , u′ ∈ P}

σ∨
F := {u ∈MR / 〈u, v〉 ≥ 0, ∀ v ∈ σF}

SF := σ∨
F ∩M

UF := �¬ ¢ ¿(CSF )

r� �� s

Ù £ · ¥ ¬ ¬ ¢ § § ¢ À » ¢ ¼ ¦
F ⊂ G

¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢
P

¸ ¥ § ½ · ¼
σG

¢ ¼ ¤ » £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢
σF

¢ ¤
¦ § � ¥ » £ ¢ ¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £ £ ¥ ¤ » · ¢ § § ¢ Ô

UG ↪→ UF
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CSG = (CSF )eu =

§ ¢ § ½ ¿ ¥ § ¦ ¼ ¾ ¨ ¢
CSF

¢ £
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½ a
u

¢ ¼ ¤ ¿ Ö ½ ¦ ¼ ¦ ¨ ¥ £ ¼
M

¢ ¤ ¨ ¥ £ ¼ § ©¦ £ ¤ ¾ · ¦ ¢ » · · ¢ § ¥ ¤ ¦ W ¨ ¢
σ∨
F ∩ σ⊥

G

�
Ù £ ¬ ¢ » ¤ ¨ ¾ ¿ · ¦ · ¢ W ¥ ¿ ¦ § ¢ « ¢ £ ¤ § ¢ ¿ Ã £ ¢

σ∨
F

¢ ¤ § ¢ ¼ ¢ « ¦�º · ½ » ¬ ¢
SF

d ¬ ¥ · ¤ ¦ · ¨ ¢ ¼
¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¨ » ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ � Ù £ ¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ ¬ ¥ ·

Σ(F)
¸ · ¢ ¼ ¬ �

Σ(P)
§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¼ ½ « �

« ¢ ¤ ¼ ¨ ¢
F

¸ · ¢ ¼ ¬ �
P

�
�¯ ° ° ¯ ³ ´ µ ´ µ� ´ ] j ^ a F b c _ d e f _ g _ P hm ^n % p_ c ` _� �i _ γF := {u′ − u, u ∈ Σ(F), u′ ∈ Σ(P)} _ ` a b c _ c ` _� �i _ g _

� q c q k e a _ b k ` g b f&c _ σ∨
F m^ ^n �j b a q i q� _ c a x ∈ SF ` pq f k ^ a ` j b ` i e d j k� _ l

x =
∑

g∈γF

λgg, e( _ f i _ ` λg ∈ Q≥0 _ a (
∑

λg) ∈ N

  £ ¢ c ¢ ¤ ¸ ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¢ ¼ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¼ r� �� s ¸ ¦ § ¢ ¼ ¤ ¿ § ¥ ¦ · À » ¢ § ¢ ¿ Ã £ ¢ ¨ » ¥ §
σ∨
F

¢ ¼ ¤
¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¬ ¥ · § ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼

u′ − u
¸ ½ a

u′ ¬ ¥ · ¿ ½ » · ¤
P

¢ ¤
u

¬ ¥ · ¿ ½ » · ¤
F

� Á ¢ ¼
¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¼

P
¢ ¤
F

¾ ¤ ¥ £ ¤ ¿ ½ £ ¡ ¢ ª ¢ ¼ ¸ ½ £ ¬ ¢ » ¤ · ¢ ¼ ¤ · ¢ ¦ £ ¨ · ¢
u′ ¢ ¤

u
d ¬ ¥ · ¿ ½ » · ¦ ·

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ �   £ ¢ c ¢ ¤ ¸ £ ½ ¤ ½ £ ¼
{ui}i = Σ(F)

¢ ¤
{u′

j}j = Σ(P)
� �¦

u ∈ F
¢ ¤

u′ ∈ P
¸ ¥ § ½ · ¼ ¬ ¥ · ¿ ½ £ ¡ ¢ ª ¦ ¤ ¾ ½ £ ¬ ¢ » ¤ ¾ ¿ · ¦ · ¢ Ô

u =
∑

i

αiui,
∑

i

αi = 1,
¢ ¤

u′ =
∑

j

βjuj ,
∑

j

βj = 1

� ©½ a ¸
u′−u =

∑

i,j βjαi(u
′
j −ui)

� �¢ À » ¦ ¨ ¾ « ½ £ ¤ · ¢ § ¢ ¬ ½ ¦ £ ¤ m^n ¨ » § ¢ « « ¢ � Ù £
¬ ¢ » ¤ ¨ ½ £ ¿ ¾ ¿ · ¦ · ¢ ¤ ½ » ¤ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢

SF
¿ ½ « « ¢ » £ ¢ ¿ ½ « Â ¦ £ ¥ ¦ ¼ ½ £ § ¦ £ ¾ ¥ ¦ · ¢ d ¿ ½ ¢ W�

¹ ¿ ¦ ¢ £ ¤ ¼ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ W ¼ ¨ ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼ ¨ ¥ £ ¼
γF

� Á ¢ W ¥ ¦ ¤ À » ©½ £ ¬ ¢ » ¤ ¿ Ö ½ ¦ ¼ ¦ · § ¢ ¼ ¿ ½ ¢ × ¿ ¦ ¢ £ ¤ ¼
· ¥ ¤ ¦ ½ £ £ ¢ § ¼ ¬ · ½ ¡ ¦ ¢ £ ¤ ¨ ¢ § ¥ · ¥ ¤ ¦ ½ £ £ ¥ § ¦ ¤ ¾ ¨ » ¿ Ã £ ¢

σ∨
F

¬ ¥ · · ¥ ¬ ¬ ½ · ¤ ¥ » · ¾ ¼ ¢ ¥ »
M

�
�½ « « ¢

0
¥ ¬ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ £ ¤ d

γF
¸ ½ £ ¬ ¢ » ¤ ¥� » ¼ ¤ ¢ · § ¢ ¼ ¿ ½ ¢ × ¿ ¦ ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ ¼ ½ · ¤ ¢ À » ¢ § ¢ » ·

¼ ½ « « ¢ ¼ ½ ¦ ¤ ¢ £ ¤ ¦ Ø · ¢ �
�§ ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¶ · ½�

(AP )
¢ ¼ ¤ § ¥ · ¾ » £ ¦ ½ £ ¨ ©½ » ¡ ¢ · ¤ ¼ ¥ × £ ¢ ¼ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¼

D(f)
¸
f

¾ § ¾�
« ¢ £ ¤ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¨ ¥ £ ¼

AP
¸ · ¢ ¿ ½ § § ¾ ¼ £ ¥ ¤ » · ¢ § § ¢ « ¢ £ ¤ ¬ ¥ ·

D(f)∩D(f ′) = D(ff ′)
�

Õ ¡ ¢ ¿ § ¢ ¼ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ Ô
X :=

¶ · ½�
(AP) = {

¦ ¨ ¾ ¥ » ª « ¥ ª ¦ « ¥ » ª Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼ ¨ ¢
AP}

D(f) := {p ∈ X / f 6∈ p}

Ù £ ¼ ¥ ¦ ¤ À » ¢ Ô
D(f) ' �¬ ¢ ¿(A〈f〉)

½ a
A〈f〉 =

{
a

fk
, k ∈ N, a ∈ AP , deg(a) = k deg(f)

} �
�¦

f
¸
g

¸
h

¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢
AP

¤ ¢ § ¼ À » ¢
g = fh

¸ ¥ § ½ · ¼ ¦ § ¢ ª ¦ ¼ ¤ ¢ » £
¾ § ¾ « ¢ £ ¤

h̃
¨ ¥ £ ¼

A〈f〉 r¬ ¥ · ¢ ª ¢ « ¬ § ¢
h̃ = hdeg(f)/fdeg(h) s ¤ ¢ § À » ¢ Ô

A〈g〉 =
(
A〈f〉

)

h̃
=

§ ¢ § ½ ¿ ¥ § ¦ ¼ ¾ ¨ ¢
A〈f〉

¢ £
h̃ r� ��s
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¶ ½ » · ¨ ¾ « ½ £ ¤ · ¢ · § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ ½ £ ¬ · ½ ¿ Ø ¨ ¢ ¢ £ ¨ ¢ » ª ¾ ¤ ¥ ¬ ¢ ¼ Ô�$s Õ ¤ ½ » ¤ ¢ W ¥ ¿ ¢
F

½ £ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤
fF

¨ ¢
AP

¤ ¢ § À » ¢ Ô
UF ' D(fF )
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¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ ¸ ¿ ½ « « » ¤ ¢ Ô

UG ↪→ UF

| o | o

D(fG) ↪→ D(fF )
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CSF
¢ ¤
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¸ ¬ ½ » · » £

fF
Â ¦ ¢ £ ¿ Ö ½ ¦ ¼ ¦ �

�½ ¦ ¤
F

» £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢
P

¢ ¤
{u1, · · · , ur} = Σ(F)

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ �
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fF = e(r,u1+u2+···+ur) ∈ AP r� ��s

�½ ¦ ¤
x ∈ SF
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¤ ¢ § À » ¢
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kx
∑
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x ∈ σ∨

F
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∑

λ(u′,u)(u
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¸ ¥ ¡ ¢ ¿ (
∑
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¢ ¤

u′ ∈ Σ(P)
¸
u ∈ Σ(F)

�
Ù £ £ ½ ¤ ¢

N
§ ¢ £ ½ « Â · ¢ ¨ ¢ ¤ ¢ · « ¢ ¼ ¨ ¥ £ ¼ § ¥ ¼ ½ « « ¢
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∑
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′ − u)

¢ ¤ ½ £
¬ ½ ¼ ¢
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∑
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� Ù £ ¥ Ô
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∑
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i ui
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(

λ(u′,u)

L
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∑

i
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)
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= 1
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i ui

∈ PNr

  £ ¼ ½ « « ¥ £ ¤
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X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

σ∨
2

σ∨
1

σ∨
3

x

x+4S3

P4

� �� � � �� �
Y ½ ¤ ½ £ ¼

γx := x + kx
∑

i ui
�

Á ©¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¥ ¤ ¦ ½ £ Ô
ex 7−→

e(rkx,γx)

fkx

F

=: ϕF (ex) r� � ��s
¬ ¢ · « ¢ ¤ ¨ ¢ ¨ ¾ ¹ £ ¦ · » £ ¦ ¼ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¨ ©¥ § º Ø Â · ¢ ¼

ϕF
¢ £ ¤ · ¢

CSF
¢ ¤

A〈fF 〉
�   £

¢ c ¢ ¤ ¸ ½ £ « ½ £ ¤ · ¢ W ¥ ¿ ¦ § ¢ « ¢ £ ¤ À » ¢
ϕF (ex)

£ ¢ ¨ ¾ ¬ ¢ £ ¨ ¬ ¥ ¼ ¨ ¢ ¼ ¿ Ö ½ ¦ ª W ¥ ¦ ¤ ¼ r¿ Ö ½ ¦ ª
¨ ¢ § ¥ ¨ ¾ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £

x =
∑

xu
¸ ¿ Ö ½ ¦ ª ¨ ¢ ¼

ku
¸ � � � s ¢ ¤ À » ¢

ϕF
¢ ¼ ¤ ¦ £� ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢ � ¶ ½ » ·

§ ¥ ¼ » ·� ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¦ ¤ ¾ ¸ ¬ · ¢ £ ½ £ ¼ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ e(kr,γ)

fk
F

¨ ¥ £ ¼
A〈fF 〉

¸ ¿ ©¢ ¼ ¤ d ¨ ¦ · ¢ À » ©½ £ ¥

γ ∈ Pkr
� Ù £ ¬ ¢ » ¤ ¨ ½ £ ¿ ¾ ¿ · ¦ · ¢ Ô

γ =

r∑

i=1

k∑

j=1

γi,j,
¥ ¡ ¢ ¿ γi,j ∈ P1

¢ ¤ ¨ ½ £ ¿ ¸

γ − k
r∑

i=1

ui =
r∑

i=1

k∑

j=1

(γi,j − ui)

� ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¢ § ¢ « « ¢ � � � � �� ¸
(γ − k

∑

i ui) ∈ σ∨
F

¸ ¢ ¤ ¨ ¢ ¬ § » ¼ ¦ § ¢ ¼ ¤ ¿ § ¥ ¦ · À » ¢
(γ − k

∑

i ui) ∈M
� � ½ £ ¿ ¹ £ ¥ § ¢ « ¢ £ ¤

(γ − k
∑

i ui) ∈ SF
¸ ¢ ¤ ½ £ ¡ ¾ · ¦ ¹ ¢ À » ¢ Ô

ϕF (eγ−k
P

i ui) =
e(kr,γ)

fk
F

r� � � � s



� �� �������	 �
����	 _ �

Õ ¤ ½ » ¤ ¢ W ¥ ¿ ¢
F

½ £ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ ¨ ½ £ ¿ § ©¾ § ¾ « ¢ £ ¤
fF

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ £ r� ��s ¢ ¤ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £
ϕF

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ ¬ ¥ · r� � ��s À » ¦ ¨ ½ £ £ ¢ » £ ¦ ¼ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ Ô
ϕF : CSF

∼
−→ A〈fF 〉

�¢ À » ¦ ¿ ½ £ ¿ § » ¤ § ¥ ¬ · ¢ « ¦ Ø · ¢ ¾ ¤ ¥ ¬ ¢ ¨ ¢ § ¥ ¬ · ¢ » ¡ ¢ �
¶ ½ » · § ¥ ¨ ¢ » ª ¦ Ø « ¢ ¾ ¤ ¥ ¬ ¢ ¸ ½ £ ¹ ª ¢

F ⊂ G
¨ ¢ » ª W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢

P
� Ù £ « ½ £ ¤ · ¢ § ¥

¿ ½ « « » ¤ ¥ ¤ ¦ ¡ ¦ ¤ ¾ ¨ » ¨ ¦ ¥ º · ¥ « « ¢ r� ��s ¸ ¢ £ ¡ ¢ · ¼ ¦ ½ £ ¥ § º ¾ Â · ¦ À » ¢ � Ù £ £ ½ ¤ ¢ Ô
ū := u1 + u2 + · · ·+ ur =

∑

u∈Σ(F) u

t̄ := t1 + t2 + · · · + ts =
∑

t∈Σ(G)\Σ(F) t

¶ ¥ · ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¸

fG = e(r+s,ū+t̄) = e(r,ū)e(s,t̄) = fFe(s,t̄)

¨ ©½ a ¸ ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ r� ��s ¸ § ©¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £
D(fG) ↪→ D(fF ) ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ d § ©¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¤ ¾ Ô

A〈fG〉 =
(
A〈fF 〉

)

er(s,t̄)/es(r,ū)

� ©¥ ¬ · Ø ¼ r� � � � s ¸
ϕ−1
F (er(s,t̄)/es(r,ū)) = e(rt̄−sū) ¸ « ½ £ ¤ · ½ £ ¼ À » ¢ Ô

CSG = (CSF)e(rt̄−sū)

½ » ¨ ¢ « ¥ £ ¦ Ø · ¢ ¾ À » ¦ ¡ ¥ § ¢ £ ¤ ¢ ¸ À » ¢ Ô
SG = SF + Z≥0(sū− rt̄)

�¢ ¿ ¦ ¥ Â ¦ ¢ £ » £ ¼ ¢ £ ¼ ¿ ¥ · ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¢ § ¢ « « ¢ � � � � �� ¸
(rt̄− sū) ∈ SF

�
Á ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » ·

sū − rt̄
¢ ¼ ¤ » £ ¢ ¼ ½ « « ¢ ¨ ¢

rs
¤ ¢ · « ¢ ¼ ¨ » ¤�¬ ¢

ui − tj
¥ ¡ ¢ ¿

ui ∈ Σ(P)
¢ ¤

tj ∈ Σ(G)
¸ ¨ ½ £ ¿ ¢ £ ¿ ½ · ¢ ¬ ¥ · § ¢ § ¢ « « ¢ � � � � �� ½ £ ¥ ¥ » ¼ ¼ ¦ Ô

sū− rt̄ ∈ SG

� ½ £ ¿ § ©¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £
SG ⊃ SF + Z≥0(sū− rt̄)

¢ ¼ ¤ ¿ § ¥ ¦ · ¢ �
� ¾ ¿ ¦ ¬ · ½ À » ¢ « ¢ £ ¤ ¸ ¼ ½ ¦ ¤

x ∈ SG
¸ ½ £ ¼ ¥ ¦ ¤ À » ©½ £ ¬ ¢ » ¤ ¾ ¿ · ¦ · ¢ Ô

x =
∑

(u′,t) λ(u′,t)(u
′ − t)

¥ ¡ ¢ ¿ u′ ∈ Σ(P), t ∈ Σ(G)
¢ ¤ ∑

(u′,t) λ(u′,t) = L ∈ N
�

�¦
t ∈ Σ(F)

¸
(u′ − t) ∈ SF

¢ ¤
(rt̄− sū) ∈ SF

¥ » ¼ ¼ ¦ ¸ ¨ ½ £ ¿ Ô
(u′ − t)− (sū− rt̄) ∈ SF

�¦
t ∈ Σ(G) \ Σ(F)

¸ ¥ § ½ · ¼ Ô
(u′ − t)− (sū− rt̄) = u′ + (rt̄− t)

︸ ︷︷ ︸
���� � �� �� ���� �	
� �� Σ(P)

− sū
︸︷︷︸

rs ���� �	
� �� Σ(F)

Õ ¦ £ ¼ ¦ ½ £ ¥ ¥ » ¼ ¼ ¦ ¸
(u′ − t)− (sū− rt̄) ∈ SF
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�

� ©½ a ¸

x− L(sū− rt̄) =
∑

(u′,t)

λ(u′,t)

(
(u′ − t)− (sū− rt̄)

)
∈ σ∨

F ∩M = SF

¢ ¤ ¨ ½ £ ¿ § ©¦ £ ¿ § » ¼ ¦ ½ £
SG ⊂ SF + Z≥0(sū− rt̄)

¢ ¼ ¤ ¥ » ¼ ¼ ¦ ¡ ¾ · ¦ ¹ ¾ ¢ �
Ù £ ¥ ¨ ½ £ ¿ « ½ £ ¤ · ¾ À » ¢ § ¢ ¼ ¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¤ ¾ ¼ Ô

A〈fG〉 =
(
A〈fF 〉

)

er(s,t̄)/es(r,ū)

¢ ¤
CSG = (CSF )e(rt̄−sū)

¼ ½ £ ¤ § ¢ ¼ « b « ¢ ¼ ¥ » ª ¦ ¼ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¼ ¬ · Ø ¼ ¢ ¤ ¨ ½ £ ¿ ½ £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ § ¥ ¿ ½ « « » ¤ ¥ ¤ ¦ ¡ ¦ ¤ ¾
¨ » ¨ ¦ ¥ º · ¥ « « ¢ r� ��s �

¶ ½ » · ¹ £ ¦ · ¸ ½ £ · ¢ « ¥ · À » ¢ À » ¢ ¶ · ½�
(AP )

¢ ¼ ¤ · ¢ ¿ ½ » ¡ ¢ · ¤ ¬ ¥ · § ¢ ¼
D(fS)

¸ ½ a
S¬ ¥ · ¿ ½ » · ¤

Σ(P) r¿ ¢ À » ¦ ¨ ¾ ¿ ½ » § ¢ ¨ » W ¥ ¦ ¤ À » ¢ ¤ ½ » ¤ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢
P

¢ ¼ ¤ » £ Â ¥ ·�¿ ¢ £ ¤ · ¢
d ¬ ½ ¦ ¨ ¼ · ¥ ¤ ¦ ½ £ £ ¢ § ¼ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ W ¼ ¨ ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¨ ¢

P
s �

�

� ���� ��"�� "�
� ¥ £ ¼ ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ½ £ ¨ ½ £ £ ¢ ¨ ¢ ¼ ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¼ ¨ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ¢ ¤ ¨ ¢ ¼ ¾ ¡ ¢ £�

¤ ¥ ¦ § ¼ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¼ �
Á ¢ ¼ ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¼ ¿ Ö ½ ¦ ¼ ¦ ¼ ¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ¢ ¤ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ � ¦�

¿ Ö ¥ · ¨ ¼ ½ £ r¡ ½ ¦ · �� �� s ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ � ¸ ¨ ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ¨ » º · ½ » ¬ ¢
G = Sp4(C)

� Ù £
¹ ª ¢ ¨ ¥ £ ¼

G = Sp4(C)
¸ § ¢ ¼ ¼ ½ » ¼�º · ½ » ¬ ¢ ¼ » ¼ » ¢ § ¼

T ⊂ B
¸ ½ a

T
¢ ¼ ¤ » £ ¤ ½ · ¢ ¸

B
» £

¼ ½ » ¼�º · ½ » ¬ ¢ ¨ ¢ �½ · ¢ § � � ¥ £ ¼ § ¢ ¼ ¢ ª ¢ « ¬ § ¢ ¼ À » ¢ £ ½ » ¼ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ¢ · ½ £ ¼ ¸ § ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼
¼ ¢ · ½ £ ¤ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ · ¢ § ¥ ¤ ¦ ¡ ¢ « ¢ £ ¤ d

T
�

¶ ½ » · · ¢ ¿ ½ £ ¼ ¤ ¦ ¤ » ¢ · § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ §
∆

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ d § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¸ ½ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ § ©¥ ¿�
¤ ¦ ½ £ ¨ ¢

T
¼ » · § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ � t ½ » ¤ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ ½ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ § ¢ ¼ · ¾ ¼ ¢ ¥ » ª Ô

M = Ú ½ «
(T, C∗) , N = Ú ½ «

(C∗, T )

� ·�¿ ¢ d § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ � � � �� ¸ ½ £ ¥ § ¢ ¼ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¿ ¢ ¼ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ ¼ Ô
{

¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ ¼ ½ » ¼ § ©¥ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢
T} ←→ {¿ Ã £ ¢ ¼ « ¥ ª ¦ « ¥ » ª ¨ ¢

∆}

{¿ ½ » · Â ¢ ¼
T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼

} ←→ {
¥ · b ¤ ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢

∆}
{ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼

T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼

,¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¼ ¢ £ » £ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¹ ª ¢
}

←→ {
¥ · b ¤ ¢ ¼ ¨ » ¿ Ã £ ¢ ¨ » ¥ §

}

�§ £ ½ » ¼ ¼ » × ¤ ¨ ½ £ ¿ ¨ ¢ ¿ ½ £ £ ¥�¤ · ¢ § ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ ¢ ¤ § ¢ ¼ ¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¼ ¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¼ ¢ £
§ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ � � ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ¬ ½ » · » £ º · ½ » ¬ ¢ ¨ ¢ Á ¦ ¢
¿ § ¥ ¼ ¼ ¦ À » ¢

G
¸ Á ¥	 ¼ Ö « ¦ Â ¥ ¦ ¥ W ¥ ¦ ¤ § ¥ ¨ ¢ ¼ ¿ · ¦ ¬ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¼ ¸ ���� ¸ ��V� �

Y ½ » ¼ ¥ § § ½ £ ¼ » ¤ § ¦ ¼ ¢ · ¿ ¢ ¼ · ¾ ¼ » § ¤ ¥ ¤ ¼ � t ½ » ¤ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ ½ £ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ § À » ¢ ¼ £ ½�
¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ �

ϕτ := τB ∈ G/B, τ ∈W
Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¨ ¢

G/B
¹ ª ¾ ¼ ¬ ¥ ·

T
¢ ¼ ¤ ¢ ª ¥ ¿ ¤ ¢ « ¢ £ ¤

{ϕτ , τ ∈W}
�



� �� �������	 �
����	 _ �

� ¾ ¼ ¦ º £ ½ £ ¼ ¬ ¥ ·
T (w, τ)

§ ©¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¢ £
ϕτ

d § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤
Xw

¸
w, τ ∈W

¸
τ ≤ w

� � ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ½ a
w = w0� § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ¢ ¼ ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

¨ ¢ ¨ · ¥ ¬ ¢ ¥ » ª
G/B

¸ ¢ ¤ ½ £ ¥ Ô
T (w0, τ) =

⊕

β∈τ(R+)

g−β

½ a § ¢ ¼
g−β

¼ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ » ¼�¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¼ · ¥ ¨ ¦ ¿ ¦ ¢ § ¼ ¨ ¢
g =

Á ¦ ¢
(G) r¡ ½ ¦ · �� � � s �

¶ ½ ¼ ½ £ ¼
N(w, τ) := {β ∈ τ(R+) / g−β ⊂ T (w, τ)}

¸ ¨ ¢ ¼ ½ · ¤ ¢ À » ¢ Ô

T (w, τ) =
⊕

β∈N(w,τ)

g−β

� ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ À » ¦ £ ½ » ¼ ¦ £ ¤ ¾ · ¢ ¼ ¼ ¢ ¸ ¿ ©¢ ¼ ¤ d ¨ ¦ · ¢
G = Sp4(C)

¸ ½ £ ¥ § ¥ ¨ ¢ ¼ ¿ · ¦ ¬ ¤ ¦ ½ £
¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ Ô
��Å Ê Ï ¯ ° ¯ ³ ´ µ ´ µ� ´ Y��\ ] j ^ a G = Sp4(C)h � � j c ` w, τ ∈ W h τ ≤ w h _ a
β ∈ τ(R+) � q f k ^( j c ` β = τ(α) e( _ f α ∈ R+ Z  �e ` α = α1 j b α2 j b 2α1 + α2 l

β ∈ N(w, τ)⇐⇒ w ≥ sβτ

�  �e ` α = α1 + α2 lm en
τ > τsα =⇒ β ∈ N(w, τ)m�n
τsα > τ > τs(2α1+α2) j b τsα2 l

β ∈ N(w, τ)⇐⇒ w ≥ sβτ

m fn
τsα > τ _ a τ < τs(2α1+α2) _ a τ < τsα2 l^  ] ^

τ < τsα2 l β ∈ N(w, τ)⇐⇒ w ≥ sβτ j b τs(2α1+α2)^ ^  ] ^
τ > τsα2 l β ∈ N(w, τ)⇐⇒ w ≥ τsα2s(2α1+α2)

Á ¥ ¹ º » · ¢ � �� · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¢ § ¢ ¼� ¼ ¤ Ø « ¢ ¨ ¢ · ¥ ¿ ¦ £ ¢ ¼ ¥ ¦ £ ¼ ¦ À » ¢ § ©½ · ¨ · ¢ ¨ ¢ � · » Ö ¥ ¤
¼ » · § ¢ º · ½ » ¬ ¢ ¨ ¢ 	¢� § ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¼ d

G = Sp4(C)
�

α1

2α1 + α2

α1 + α2

α2



s1 s2

s2s1 s1s2

s2s1s2s1s2s1

s1s2s1s2

� �� � � �� � �� ¼ ¤ Ø « ¢ ¨ ¢ · ¥ ¿ ¦ £ ¢ ¼ ¢ ¤ º · ½ » ¬ ¢ ¨ ¢ 	¢� § ¢ £ ¤�¬ ¢ �
2
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 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´ µ ³ ´   ª ¢ « ¬ § ¢ ¬ ½ » ·
G = Sp4(C)

¢ ¤
X = Xs1s2

�
� ¥ £ ¼ ¿ ¢ ¿ ¥ ¼ ¸

X
¢ ¼ ¤ ¿ ½ £ £ » ¢ ¬ ½ » · b ¤ · ¢ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¬ ½ » · § ¢ ¤ ½ · ¢

T
¨ ¢

G
�
�À » ¥ ¤ · ¢ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ Ô ϕ1, ϕs1 , ϕs2 , ϕs2s1

�
�À » ¥ ¤ · ¢ ¿ ½ » · Â ¢ ¼

T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ Ô ¢ £ ¤ · ¢ ¿ Ö ¥ À » ¢ ¬ ¥ ¦ · ¢ ¨ ¢ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ ¨ » ¤�¬ ¢

{ϕτ , ϕsατ} r¦ ¿ ¦
α = α1

½ »
α2)

�
Ù £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ ¨ ¥ £ ¼ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¦ § � ¥ ¢ ª ¥ ¿ ¤ ¢ « ¢ £ ¤ � ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £
� ¢ ¤ � ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ � �

Á ¥ ¼ ¦ ¤ » ¥ ¤ ¦ ½ £ ¢ ¼ ¤ · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¾ ¢ ¼ ¿ Ö ¾ « ¥ ¤ ¦ À » ¢ £ « ¢ £ ¤ ¹ º » · ¢ � �� �

��

��

�� ��

1

s1 s2

s2s1

σ0

σ1 σ2

σ21

X N

� �� � � �� � �¿ Ö ¾ « ¥ ¨ ¢
X

¢ ¤ ¨ ¢ ¼ ½ £ ¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ §
Ù £ £ ½ ¤ ¢

σ0
¸ · ¢ ¼ ¬ �

σ1
¸
σ2

¸
σ21

§ ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¤ ¼ ¥ » ª ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼
ϕ1

¸
· ¢ ¼ ¬ �

ϕs1

¸
ϕs2

¸
ϕs2s1

�
  £ » £ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¹ ª ¢

ϕτ
¬ ¥ · ¤ ¢ £ ¤ ¨ ¢ » ª ¿ ½ » · Â ¢ ¼

T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ � Á ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼ ¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¼

d ¿ ¢ ¼ ¿ ½ » · Â ¢ ¼ ¥ » ¬ ½ ¦ £ ¤ ¹ ª ¢ ¸ ¼ ½ £ ¤
T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ � Á ¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼ ¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼

¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢
M = Ú ½ «

(T, C∗)
À » ¦ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¢ £ ¤ ¥ » ª ¥ · b ¤ ¢ ¼ ¨ » ¿ Ã £ ¢ ¨ » ¥ §

σ∨
τ

� �¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¼ ½ £ ¤ ¢ ª ¥ ¿ ¤ ¢ « ¢ £ ¤ § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
N(s2s1, τ)

¨ ¾ ¿ · ¦ ¤
¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ �

� ·�¿ ¢ ¥ » ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ � � � � � V ¸ ½ £ ¨ ¾ ¤ ¢ · « ¦ £ ¢ § ¢ ¼ ¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¼
N(s2s1, τ)

¸
τ ∈

{1, s1, s2, s2s1} Ô

N(s2s1, 1) = {α1, α2} , N(s2s1, s1) = {−α1, α2} ,
N(s2s1, s2) = {α1 + α2,− α2} , N(s2s1, s2s1) = {−α2, −α1 − α2}

Ù £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¥ § ½ · ¼ § ¢ ¼ À » ¥ ¤ · ¢ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ » ¥ » ª
σ∨

τ Ô

σ∨
0

σ∨
2

σ∨
1

σ∨
21

Ù £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¬ ½ » ·
Xs2s1 r ` ¦ º �� � ��s �

 ® ¯ ° ± ² ¯ ³ ´ µ ´ µ� ´   ª ¢ « ¬ § ¢ ¬ ½ » ·
G = Sp4(C)

¢ ¤
X = Xs1s2s1 ∩Xs1s2s1

�
¶ ½ » · ¥ § § ¾ º ¢ · £ ½ ¤ ½ £ ¼ ¦ ¿ ¦

w = s1s2s1
� Á ¥ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ ¨ ¢

X
¢ ¼ ¤ � �   £ ¢ c ¢ ¤ Ô

dim X ≥ dim Xw + dim Xw − dim G/B = 2
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 �� �� �� 	� 	 �
����	 � 	� �� �
����	 �µ

�� �� ��	
����� �� �� σ0

σ1

σ2

σ21

� �� � � � �� �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¢
Xs2s1

� ©¥ » ¤ · ¢ ¬ ¥ · ¤ ¸
dimX < 3 ¿ ¥ ·

Xw 6= Xw � Ù £ ¼ ¥ ¦ ¤ À » ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
X

¢ ¼ ¤ ¤ ½ · ¦ À » ¢
¬ ½ » · § ¢ ¤ ½ · ¢

T
¨ ¢

G
� Á ¢ ¼ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ ¼ ½ £ ¤ § ¢ ¼

ϕτ
¬ ½ » ·

w0w ≤ τ ≤ w
�

�À » ¥ ¤ · ¢ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ Ô ϕs2 , ϕs1s2 , ϕs2s1, ϕs1s2s1�À » ¥ ¤ · ¢ ¿ ½ » · Â ¢ ¼
T
�¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ Ô ¢ £ ¤ · ¢ ¿ Ö ¥ À » ¢ ¬ ¥ ¦ · ¢ ¨ ¢ ¬ ½ ¦ £ ¤ ¼ ¹ ª ¢ ¼ ¨ » ¤�¬ ¢

{ϕτ , ϕsατ} r¦ ¿ ¦
α = α1

½ »
α1 + α2)

�
�½ £ ¿ ¢ · £ ¥ £ ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ½ ¬ ¬ ½ ¼ ¾ ¢

Xw ¸ ½ £ £ ½ ¤ ¢
N−(w, τ)

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
¨ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼

T
¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ ¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¼ d

Xw ¢ £
ϕτ

� Ù £ ¥ Ô
N−(w, τ) = w0(N(w,w0τ))

Ù £ ¨ ¾ ¤ ¢ · « ¦ £ ¢ ¿ ¢ ¼ ¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¼ d § ©¥ ¦ ¨ ¢ ¨ » ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ � � � � � V � Ù £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ Ô
N(w, s2) = {α1, −α2, α1 + α2} ,
N(w, s1s2) = {−2α1 − α2, −α1, α1 + α2} ,
N(w, s2s1) = {α1, −α2, −α1 − α2} ,
N(w, s1s2s1) = {−α1 − α2, −2α1 − α2, −α1} ,
N−(w, s1s2s1) = {−α1, α2, −α1 − α2} ,
N−(w, s2s1) = {2α1 + α2, α1, −α1 − α2} ,
N−(w, s1s2) = {−α1, α2, α1 + α2} ,
N−(w, s2) = {α1 + α2, 2α1 + α2, α1}Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢

N−(w, τ) ∩N(w, τ)
¢ ¼ ¤ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ¢ ¼ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¼

T
�

¼ ¤ ¥ Â § ¢ ¼ ¤ ¥ £ º ¢ £ ¤ ¼ d
X
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ϕτ
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σ∨
2

σ∨
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σ∨
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σ∨
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Ù £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ § ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¬ ½ » ·
X r¡ ½ ¦ · ` ¦ º � � � � s �

� �� ���������������  !�"#$�� � ��% "& !�"#$��
� �� �� '" ���(  )� "

Ù £ ¨ ¦ ¤ À » ©» £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¿ ½ « ¬ § ¢ ª ¢ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢
X

¨ ¾ º ¾ £ Ø · ¢ ¢ £ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
X0¼ ©¦ § ¢ ª ¦ ¼ ¤ ¢ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

X
¢ ¤ » £ ¢ W ½ £ ¿ ¤ ¦ ½ £ · ¾ º » § ¦ Ø · ¢

π : X → C
¤ ¢ § § ¢ ¼ À » ¢
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π−1(z) ∼= X
¬ ½ » · ¤ ½ » ¤

z ∈ C∗ ¢ ¤
π−1(0) = X0

�
Á ½ · ¼ À » ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

X0
¢ ¼ ¤ » £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¸ · ¢ ¼ ¬ � ¼ ¢ « ¦�¤ ½ · ¦ À » ¢ r¿ ©¢ ¼ ¤ d

¨ ¦ · ¢ » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤ ¢ ¼ ¦ · · ¾ ¨ » ¿ ¤ ¦ Â § ¢ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ s ¸ ½ £ ¬ ¥ · § ¢ ¨ ¢ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢
¤ ½ · ¦ À » ¢ ¸ · ¢ ¼ ¬ � ¼ ¢ « ¦�¤ ½ · ¦ À » ¢ �

Ù £ ¬ ¢ » ¤ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢ § ¥ « ¥ £ ¦ Ø · ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ Ô
Y ½ ¤ ½ £ ¼

R
§ ¥

C
�¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢ ¼ ¿ ½ ½ · ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¼ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼ ¼ » ·

X
� Ù £ « » £ ¦ ¤

R
¨ ©» £ ¢

¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¿ · ½ ¦ ¼ ¼ ¥ £ ¤ ¢ r¡ ½ ¦ · ¬ § » ¼ § ½ ¦ £ ¨ ¢ W � � �� � � s
(Rn)n≥0

¢ ¤ ½ £ £ ½ ¤ ¢ � ·
R

§ ©¥ §�
º Ø Â · ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ � �½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ½ £ ¼

R := ⊕n≥0Rntn ⊂ R[t]
½ a

t
¢ ¼ ¤ » £ ¢

¦ £ ¨ ¾ ¤ ¢ · « ¦ £ ¾ ¢ ¼ » ·
R

� Ù £ ¥ Ô
R/tR ' ⊕n≥0Rn/Rn−1 '

� ·
R, R/(t− z)R ' R, ∀ z ∈ C∗

Õ ¦ £ ¼ ¦ ¸ ¢ £ ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤
X :=

¶ · ½�
R

¸
π := t

¢ ¤
X0 :=

¶ · ½� � ·
R

¸ ½ £ ¥ » £ ¢ ¨ ¾ º ¾ £ ¾�
· ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¨ ¢

X
¢ £

X0
�

Á ¢ ¬ · ½ Â § Ø « ¢ À » ¦ £ ½ » ¼ ¦ £ ¤ ¾ · ¢ ¼ ¼ ¢ ¢ ¼ ¤ ¿ ¢ § » ¦ ¨ ¢ ¼ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ¨ ¢ ¼
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§ ¥ « ¾ ¤ Ö ½ ¨ ¢ ¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ � Ù £ ¢ ¼ ¤ · ¥ « ¢ £ ¾ d « » £ ¦ · § ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼
¨ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¤ ¢ § § ¢ ¼ À » ¢ § ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¼ ¤ ¨ ¢ ¤�¬ ¢

AP
¬ ½ » · » £ ¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £

¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢
P r¡ ½ ¦ · r� �� s s ¸ ½ £ ¼ ¥ ¦ ¤ ¥ § ½ · ¼ À » ¢ ¶ · ½�
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Á ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ À » ©½ £ ¾ ¤ » ¨ ¦ ¢ ¼ ½ £ ¤ ¿ ½ « ¬ ¥ ¤ ¦ Â § ¢ ¼ ¥ ¡ ¢ ¿ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½�
£ ¦ À » ¢ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¥ » ¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ V � Á ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « ¾ ¤ · ¦ ¼ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¡ ½ £ ¤ � ½ » ¢ ·
» £ · Ã § ¢ ¦ « ¬ ½ · ¤ ¥ £ ¤ ¬ ½ » · ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ § ¢ ¼ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ �

t ½ » ¤ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ · ¥ ¬ ¬ ¢ § ½ £ ¼ § ¥ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¨ ©» £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ Ô
Ä Å Æ Ç È É È Ê Ç ³ ´� ´ µ ´ �½ ¦ ¤

R
» £ ¢

C
�¥ § º Ø Â · ¢ ¿ ½ « « » ¤ ¥ ¤ ¦ ¡ ¢ ¸ ¢ ¤

(S,≤)
» £ « ½ £ ½ � ¨ ¢

¤ ½ ¤ ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ½ · ¨ ½ £ £ ¾ � Ù £ ¼ » ¬ ¬ ½ ¼ ¢ À » ¢ § ©¾ § ¾ « ¢ £ ¤ £ ¢ » ¤ · ¢ � ¨ ¢
S

¢ ¼ ¤ § ¢ ¬ § » ¼ ¬ ¢�
¤ ¦ ¤ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ � � £ ¢

S
�¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¿ · ½ ¦ ¼ ¼ ¥ £ ¤ ¢ ¼ » ·

R
¢ ¼ ¤ » £ ¢ ¼ » ¦ ¤ ¢ ¨ ¢ ¼ ½ » ¼�¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¼

(Rs)s∈S
¤ ¢ § § ¢ À » ¢ Ô

� 1 ∈ R0
¸

� s ≤ t =⇒ Rs ⊂ Rt
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� RsRt ⊂ Rs+t

� R =
⋃

s∈S RsÁ ©¥ § º Ø Â · ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d » £ ¢
S
�¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¢ ¼ ¤ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ ¬ ¥ · Ô

� ·
R :=

⊕

s∈S

(

Rs/
∑

t<s

Rt

)

� �� �� ��� �"  � ������� �" ����"���
�½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ½ £ ¼ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ ¨ · ¥ ¬ ¢ ¥ » ª

G/B
¢ ¤ £ ½ ¤ ½ £ ¼

R
¼ ½ £ ¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢ ¿ ½�

½ · ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¼ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼ �
�½ ¦ ¤

λ0
» £ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ · ¾ º » § ¦ ¢ · ¨ ½ « ¦ £ ¥ £ ¤ ¢ ¤

v−λ0

§ ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¨ ¢ ¬ § » ¼ Ö ¥ » ¤ ¬ ½ ¦ ¨ ¼
¨ » « ½ ¨ » § ¢

V (−λ0)
� Ù £ £ ½ ¤ ¢

GoB Cv−λ0

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¿ § ¥ ¼ ¼ ¢ ¼ ¨ ©¾ À » ¦ ¡ ¥ § ¢ £ ¿ ¢
¨ ¥ £ ¼

G×Cv−λ0

« ½ ¨ » § ½ § ¥ · ¢ § ¥ ¤ ¦ ½ £ Ô
(gb, zv−λ0) ∼ (g, zb · v−λ0), ∀g ∈ G, b ∈ B, z ∈ C

Y ½ ¤ ½ £ ¼
L−λ0

§ ¢ ¹ Â · ¾ ¢ £ ¨ · ½ ¦ ¤ ¢ ¼ » ·
G/B

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ �
� ¥ ¬ ¬ ¢ § ½ £ ¼ À » ¢ ¬ ¥ · § ¢ ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ ¨ ¢ �½ · ¢ §�	¢ ¦ §��½ ¤ ¤ ¸ ½ £ ¥ » £ ¦ ¼ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢

¨ ¢
G
�« ½ ¨ » § ¢ Ô

H0(G/B,L−λ0) = V (λ0)
∗ ⊗ vλ0

Õ ¤ ½ » ¤ ¢
ξ ⊗ vλ0

¨ ¥ £ ¼
V (λ0)

∗ ⊗ vλ0

¸ ½ £ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¢ » £ ¢ ¼ ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £
s

¨ » ¹ Â · ¾ ¸ ¢ £
¬ ½ ¼ ¥ £ ¤

s(g) = ξ(gvλ0)
� Ù £ ¡ ¾ · ¦ ¹ ¢ ¥ ¦ ¼ ¾ « ¢ £ ¤ À » ¢ ¨ ¥ £ ¼

G oB Cv−λ0

½ £ ¥
(gb, s(gb)v−λ0 ) = (g, s(g)v−λ0)

¸ ¥ ¦ £ ¼ ¦
s

¢ ¼ ¤ Â ¦ ¢ £ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢
H0(G/B,L−λ0)

�

Ù £ ¥ ¥ § ½ · ¼ » £ ¦ ¼ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¨ ¢
C
�¥ § º Ø Â · ¢ Ô
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⊕

n∈N

H0(G/B,L⊗n
−λ0
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⊕

λ∈N·λ0

V ∗(λ)⊗ vλ
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N.λ0

¢ ¼ ¤ § ¢ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢ ¼ « » § ¤ ¦ ¬ § ¢ ¼ ¢ £ ¤ ¦ ¢ · ¼ ¨ ¢
λ0

�
� ¥ ¬ ¬ ¢ § ½ £ ¼ À » ¢ § ¢ ¬ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¼ » · ⊕

λ∈N·λ0
V ∗(λ)⊗ vλ

¢ ¼ ¤ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¼ » · ¨ ¢ » ª ¾ § ¾�
« ¢ £ ¤ ¼ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼

ξ ⊗ vλ ∈ V ∗(λ)⊗ vλ
¢ ¤

ξ′ ⊗ vλ′ ∈ V ∗(λ′)⊗ vλ′

¬ ¥ · Ô

ξξ′ ⊗ vλ+λ′

½ a
ξξ′

¢ ¼ ¤ § ¢ ¬ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¨ ¥ £ ¼ ⊕
V ∗(λ)

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¥ » ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ � �� �

Õ ¬ ¥ · ¤ ¦ · ¨ ¢ « ¥ ¦ £ ¤ ¢ £ ¥ £ ¤ ¸ ½ £ ¹ ª ¢ » £ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ · ¾ º » § ¦ ¢ · ¨ ½ « ¦ £ ¥ £ ¤
λ0 = λ1$1 +

λ2$2 + · · · + λn$n
� ¶ ¥ · § ¥ ¼ » ¦ ¤ ¢ ½ £ ¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¹ ¢ · ¥ ¬ ¥ · W ½ ¦ ¼ § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢

N.λ0¥ ¡ ¢ ¿ § ¢
n
�» ¬ § ¢ ¤ ¨ ¢ ¼ ¢ ¼ ¿ ½ ½ · ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¼

(λ1, λ2, · · · , λn)
¨ ¥ £ ¼ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼

W ½ £ ¨ ¥ « ¢ £ ¤ ¥ » ª ¨ ¢ ¼ ½ · ¤ ¢ À » ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
N.λ0

¢ ¼ ¤ £ ¥ ¤ » · ¢ § § ¢ « ¢ £ ¤ ¦ ¨ ¢ £ ¤ ¦ ¹ ¾ d
Nn �
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Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
{ξλ(b∗) ⊗ vλ, b ∈ B(λ), λ ∈ N.λ0}

¢ ¼ ¤ » £ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢
R

¥ ¬ ¬ ¢ § ¾ ¢
�e ` _ f e c j c ^'b _ g b e i _ � � ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ � �� � � ¸ ½ £ ¥ Ô

(ξλ(b∗)⊗ vλ)(ξµ(b′∗)⊗ vµ) = ξλ+µ(b∗b′∗)⊗ vλ+µ

  ¤ ¥ £ ¤ ¨ ½ £ £ ¾ » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ½ £ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤
ξλ(b∗) ⊗ vλ

¨ ¢
§ ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ » ¥ § ¢ ¨ ¢
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¬ ¥ · § ¢
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�» ¬ § ¢ ¤
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≥0

¨ ¢ ¤ ½ » ¼ § ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ Ô
Γ� := {(λ, c�(b)) ∈ Zn+N

≥0 , λ ∈ N.λ0, b ∈ B(λ)}
  £ ¿ ½ £ ¼ ¾ À » ¢ £ ¿ ¢ ¨ » ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ � �� �� ¸ ½ £ ¥ Ô
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Ù £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ · ¥ § ¥ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £

bλ,t
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R
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�
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e( _ f ds
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S := ∪k ∪p∈Ck

{∑

i mk
i t

i,
∑

i pit
i
} ¸ ¿ ©¢ ¼ ¤ » £ ¼ ½ » ¼�¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¹ £ ¦ ¨ ¢

ZN
≥0

�
�¯ ° ° ¯ ³ ´� ´ ³ ´ Y �\ � i _� ^ ` a _ b c _ d j k� _ i ^ c q e ^ k _ e : ZN

≥0 → N ( q k ^� e c a l ∀ s, t ∈
S, e(s) < e(t)⇔ s ≺ t

¶ ½ ¼ ½ £ ¼ Ô
F�,m :=<

∏

i

bsi

i , e(
∑

i

sit
i) ≤ m >,m ∈ N. r� � ��s

Ù £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ Ô
��Å Ê Ï ¯ ° ¯ ³ ´� ´� ´ Y �\ % e ` b ^ a _ (F�,m)m∈N d j k� _ b c _ N�� i a k e a ^ j c g _ R g j c a

i pe i� ��k _ � k e g b q _ e ` ` j f ^ q _ � ·
R _ ` a ^ ` j� j ko � _ � C[Γ�] 

� �� �� ������� �" ����( "��
�½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ½ £ ¼ § ¥ ¨ ¾ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¿ ¢ § § » § ¥ ¦ · ¢ ¨ ¢ � · » Ö ¥ ¤ ¢ ¤ ¼ ½ £ ½ ¬ ¬ ½ ¼ ¾ ¢ Ô

G/B =
⋃

w∈W

BwB/B =
⋃

τ∈W

B−τB/B

Á ¥ W ¢ · « ¢ ¤ » · ¢ ¨ ©» £ ¢ ¿ ¢ § § » § ¢
Xw := BwB/B

¸
w ∈W

¸ ¨ ¥ £ ¼
G/B

¸ ¢ ¼ ¤ ¥ ¬ ¬ ¢ § ¾ ¢
( e k ^ q a q g _ ] f�b �_ k a � �§ ¢ ¼ ¤ ¿ ½ £ £ » À » ¢

dim(Xw) = `(w)
�

� ¾ ¼ ¦ º £ ½ £ ¼ ¬ ¥ ·
Xτ := w0(Xτ ) = B−w0τB/B

¸
τ ∈ W

¸ § ¢ ¼ ( e k ^ q a q ` g _] f� b �_ k a jo o j ` q _ ` � Y ½ ¤ ½ £ ¼ À » ¢
G/B = Xw0 = Xw0

�
¶ ½ » · § ¥ ¼ » ¦ ¤ ¢ ½ £ ¹ ª ¢ ¨ ¢ » ª ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼

w
¢ ¤

τ
¨ ¥ £ ¼

W
�

Á ©¥ § º Ø Â · ¢
Rw

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d
Xw

¢ ¼ ¤ » £ À » ½ ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¨ ¢
R

¬ ¥ · § ©¦ ¨ ¾ ¥ §
Iw

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¼ ¼ ¥ £ ¤
Xw

�
Ù £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ § ¢ ¼ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¨ ¢ § ¥ ¼ ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¬ · ¾ ¿ ¾ ¨ ¢ £ ¤ ¢ � ½ £ ¹ ª ¢ » £ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ½ « ¦ £ ¥ £ ¤

· ¾ º » § ¦ ¢ ·
λ0

¢ ¤ ½ £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ Ø · ¢ § ¢ ¹ Â · ¾ ¢ £ ¨ · ½ ¦ ¤ ¢
L−λ0

¼ » ·
G/B

¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ � Ù £ · ¥ ¬ ¬ ¢ § § ¢
À » ¢ Ô

Rw =
⊕

λ∈N.λ0

Vw(λ)∗ ⊗ vλ
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�

Õ » ¤ · ¢ « ¢ £ ¤ ¨ ¦ ¤ Ô
Iw =

⊕

λ∈N.λ0

Vw(λ)⊥ ⊗ vλ,

½ a
Vw(λ)⊥

¢ ¼ ¤ § ©½ · ¤ Ö ½ º ½ £ ¥ § ¨ ¢
Vw(λ)

¨ ¥ £ ¼
V (λ)∗

�
� ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¢ ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ � �V �� § ©¦ ¨ ¾ ¥ §

Iw
¢ ¼ ¤ ¿ ½ « ¬ ¥ ¤ ¦ Â § ¢ ¥ ¡ ¢ ¿ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢

¨ » ¥ § ¢ ¨ ¢
R

� ¶ § » ¼ ¬ · ¾ ¿ ¦ ¼ ¾ « ¢ £ ¤ ¸ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
{ξλ(b∗) ⊗ vλ, λ ∈ N.λ0, b 6∈ Bw(λ)}¢ ¼ ¤ » £ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢

Iw
�

Y ½ ¤ ½ £ ¼
πw

§ ¥ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢
R

¼ » ·
R/Iw = Rw

� Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
{πw (ξλ(b∗)⊗ vλ) , b ∈ Bw(λ), λ ∈ N.λ0}

¢ ¼ ¤ » £ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢
Rw

�
�½ ¦ ¤ È » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¸ ½ £ ¬ ½ ¼ ¢ Ô

Γw� := {(λ, c�(b)) ∈ Zn+N
≥0 , λ ∈ N.λ0, b ∈ Bw(λ)}

Á ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢
Γw�

¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ ¨ ¢
Rw

�
Ù £ · ¥ ¬ ¬ ¢ § § ¢ À » ©» £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È

= (i1, i2, · · · , iN )
¬ ½ » ·

w0
¢ ¼ ¤ ¨ ¦ ¤ e g eo a qd

w
¼ ¦

w = si1si2 · · · sip

¢ ¼ ¤ » £ ¢ ¨ ¾ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¨ ¢
w

�
��Å Ê Ï ¯ ° ¯ ³ ´� ´ _ ´ Y��\ ] ^ È _ ` a e g eo a q � w e i j k ` Γw� _ ` a b c _ d e f _ g b f&c _ Γ�

g _ g ^� _ c ` ^ j c p := `(w)  � _ o i b ` h Γw� = Γ� ∩ (Zn+p
≥0 × {0}

N−p) �c o e k a ^ f b i ^ _ k h Γw� _ ` a i p_ c ` _� �i _ g _ ` o j ^ c a ` _ c a ^ _ k ` g pb c f&c _ k e a ^ j c c _ i
f j c ( _� _ o j i� q g k ^'b _ g _ Rn+N 

Ù £ ¹ ª ¢ È » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¤ ½ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ § ¥ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
F� ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ ¤ ¢ ¢ £ r� � ��s �

�¢ ¤ ¤ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¦ £ ¨ » ¦ ¤ ¬ ¥ · · ¢ ¼ ¤ · ¦ ¿ ¤ ¦ ½ £ » £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ » ·
Iw

� Á ©¥ § º Ø Â · ¢ º · ¥�
¨ » ¾ ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ � ·

Iw =< b̄λ,t, (λ, t) 6∈ Γw� >
¢ ¼ ¤ » £ ¦ ¨ ¾ ¥ § ¨ ¢ � ·

R
�

� ©¥ » ¤ · ¢ ¬ ¥ · ¤ § ¥ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
F� ¦ £ ¨ » ¦ ¤ ¬ ¥ · § ¥ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £

πw
» £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ » ·

Rw
¸ ¨ ½ £ ¤ § ©¥ § º Ø Â · ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¢ ¼ ¤ Ô

� ·
Rw =

� ·
R/

� ·
Iw =< b̄λ,t, (λ, t) ∈ Γw� >

� ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ½ a È ¥ ¾ ¤ ¾ ¿ Ö ½ ¦ ¼ ¦ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ d
w

¸ ½ £ ¥ ¥ § ½ · ¼ Ô
� ·

Rw = C[Γw� ]

�¢ À » ¦ ¬ ¢ · « ¢ ¤ ¨ ¢ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ �¿ Ö »�
Â ¢ · ¤ �

� ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ½ a È £ ©¢ ¼ ¤ ¬ ¥ ¼ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ d
w

¸ ½ £ ¡ ¢ · · ¥ ¥ » ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤
À » ¢

Γw�
¢ ¼ ¤ » £ ¢ » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢

Γ� � Ù £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¨ · ¥ ¥ § ½ · ¼ ¨ ¢ ¼ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¼
¼ ¢ « ¦�¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ¨ ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

Xw
�

�½ £ ¿ ¢ · £ ¥ £ ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ½ ¬ ¬ ½ ¼ ¾ ¢
Xτ ¸ ½ £ ¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ ¬ ¥ ·

Rτ § ©¥ § º Ø Â · ¢
¨ ¢ ¼ ¿ ½ ½ · ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¼ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ � ¿ ©¢ ¼ ¤ » £ À » ½ ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¨ ¢ § ©¥ § º Ø Â · ¢

R
¬ ¥ · » £

¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £ ¦ ¨ ¾ ¥ §
Iτ � �¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¼ ¢ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¼ ¢ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼

Rτ
¢ ¤

Iτ
¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¤

d § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤
Xτ

¸ ¢ £ W ¥ ¦ ¼ ¥ £ ¤ ¥ º ¦ · § ©¾ § ¾ « ¢ £ ¤
w0 r¿ ¥ · ¿ ¢ ¨ ¢ · £ ¦ ¢ ·
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¿ Ö ¥ £ º ¢
B

¢ £
B−s � � ¥ ¬ ¬ ¢ § ½ £ ¼ À » ¢ § ©¥ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢

w0
¼ » · § ¢ ¼ « ½ ¨ » § ¢ ¼

V (λ)∗
¢ ¼ ¤

¬ · ½ ¬ ½ · ¤ ¦ ½ £ £ ¢ § § ¢ d § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £
ηλ

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ ¥ » �V �V �� � Õ ¦ £ ¼ ¦ ½ £ ¥ Ô
Iτ = w0(Iτ ) =

⊕

λ∈N.λ0

ηλ(Vτ (λ))⊥ ⊗ vλ

Rτ = w0(Rτ ) = R/w0(Iτ ) =
⊕

λ∈N.λ0

ηλ(Vτ (λ))∗ ⊗ vλ

Á ©¦ ¨ ¾ ¥ §
Iτ ¢ ¼ ¤ ¿ ½ « ¬ ¥ ¤ ¦ Â § ¢ ¥ ¡ ¢ ¿ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢

R
¸ ¿ ¥ ·

Iτ
¢ ¤ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £

ηλ
§ ¢ ¼ ½ £ ¤ �

Iτ =< ξλ(b∗)⊗ vλ, λ ∈ N.λ0, b 6∈ ηλ(Bτ (λ)) >
Y ½ ¤ ½ £ ¼

πτ § ¥ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢
R

¼ » ·
R/Iτ � Á ¢ ¼ ¾ § ¢ « ¢ £ ¤ ¼

{πτ (ξλ(ηλ(b)∗))⊗
vλ)

¸ �Ö ¢ · ¢
λ ∈ N.λ0

¸
b ∈ Bτ (λ)}

W ½ · « ¢ £ ¤ » £ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢
Rτ � Ù £ § ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢

¬ ¥ · § ¢ ¼
(n + N)

�» ¬ § ¢ ¤ ¼ ¨ ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ Ô

Γ̃τ� := {(λ, c�(b)) ∈ Zn+N
≥0 , λ ∈ N.λ0, b ∈ ηλ(Bτ (λ))}

Ù £ « ½ £ ¤ · ¢ ¨ ¥ £ ¼ § ¢ ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ À » ¢
Γ̃τ�

¢ ¼ ¤ » £ ¢ » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢
Γ� �

� �� �� �������� �" � ���������
¶ § » ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ¸ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ ¾ · ½ £ ¼ § ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼

Xτ
w := Xw ∩ Xτ ¸

w, τ ∈ W
¸

¥ ¬ ¬ ¢ § ¾ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ � ¦ ¿ Ö ¥ · ¨ ¼ ½ £ � ¶ » ¦ ¼ À » ¢
G/B = Xw0 = Xw0

¸ § ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼
¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ¸ · ¢ ¼ ¬ � ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ �¿ Ö » Â ¢ · ¤ ½ ¬ ¬ ½ ¼ ¾ ¢ ¼ ¸ ¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¿ ¥ ¼ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¿ » § ¦ ¢ · ¼
¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¤ d

τ = w0
¸ · ¢ ¼ ¬ �

w = w0
�

� ¥ ¬ ¬ ¢ § ½ £ ¼ À » ¢ ¼ ¦
`(w) + `(τ) < N

¥ § ½ · ¼ § ©¦ £ ¤ ¢ · ¼ ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £
Xτ

w

¢ ¼ ¤ ¡ ¦ ¨ ¢ ¸ ¼ ¦ £ ½ £
dim(Xτ

w) = `(w) + `(τ)−N
�

¶ ½ » · § ¥ ¼ » ¦ ¤ ¢ ¸ ½ £ ¹ ª ¢
w

¢ ¤
τ

¨ ¥ £ ¼
W

¤ ¢ § ¼ À » ¢
Xτ

w 6= ∅
¸ ¢ ¤ ½ £ ¹ ª ¢ » £ « ½ ¤

· ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ § ¿ ½ £ À » ¢ È �

Y ½ ¤ ½ £ ¼ Ô
Iτ
w := Iw + Iτ , Rτ

w := R/Iτ
wÁ ©¥ § º Ø Â · ¢

Rτ
w

¢ ¼ ¤ § ©¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢ ¼ ¿ ½ ½ · ¨ ½ £ £ ¾ ¢ ¼ Ö ½ « ½ º Ø £ ¢ ¼ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¥ £ ¤ d § ¥
¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ � ¦ ¿ Ö ¥ · ¨ ¼ ½ £

Xτ
w

�
Á ©¦ ¨ ¾ ¥ §

Iτ
w

¥ ¬ ½ » · Â ¥ ¼ ¢
{ξλ(b∗)⊗ vλ, λ ∈ N.λ0, b 6∈ ηλ(Bτ (λ)) ∩ Bw(λ)}

�
Ù £ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¬ ¥ · § ¢ ¼

(n + N)
�» ¬ § ¢ ¤ ¼ ¨ ¢ § ©¢ £�

¼ ¢ « Â § ¢ Ô
Γw,τ� := Γw� ∩ Γ̃τ�

= {(λ, c�(b)) ∈ Zn+N
≥0 , λ ∈ N.λ0, b ∈ ηλ(Bτ (λ)) ∩ Bw(λ)}

Õ ¦ £ ¼ ¦ ¸
Iτ
w =< b(λ,t), (λ, t) 6∈ Γw,τ� >

�
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Y ½ ¤ ½ £ ¼
πτ

w

§ ¥ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ ¢
R

¼ » ·
Rτ

w = R/Iτ
w

� Õ § ½ · ¼
Rτ

w

¥ ¬ ½ » ·
Â ¥ ¼ ¢ Ô

{πτ
w(ξλ(b∗)⊗ vλ), λ ∈ N.λ0, b ∈ ηλ(Bτ (λ)) ∩ Bw(λ)}

=
{
πτ

w(b(λ,t)), (λ, t) ∈ Γw,τ�
}

Ù £ ¹ ª ¢ » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ § ¿ ½ £ À » ¢ È � Ù £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ d £ ½ » ¡ ¢ ¥ » § ¥ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
F�¨ ¢

R
¸ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ ¤ ¢ ¢ £ r� � ��s �

Á ¥ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
F� ¦ £ ¨ » ¦ ¤ ¸ ¬ ¥ · · ¢ ¼ ¤ · ¦ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¸ » £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ » · § ©¦ ¨ ¾ ¥ §

Iτ
w

¤ ¢ § § ¢
À » ¢ § ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ � ·

Iτ
w '< b̄(λ,t), (λ, t) 6∈ Γw,τ� >

¢ ¼ ¤ » £ ¦ ¨ ¾ ¥ § ¨ ¢ � ·
R

�
� ©¥ » ¤ · ¢ ¬ ¥ · ¤ ¸

F� ¦ £ ¨ » ¦ ¤ ¾ º ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ¸ ¬ ¥ · § ¥ ¬ · ½� ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £
πτ

w

¸ » £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ » ·
Rτ

w

¤ ¢ § § ¢ À » ¢ Ô � ·
Rτ

w '
� ·

R/
� ·

Iτ
wÁ ©¥ § º Ø Â · ¢ � ·

Rτ
w

¥ ¬ ½ » · Â ¥ ¼ ¢ Ô
{
b̄(λ,t), (λ, t) ∈ Γw,τ�

}

Ù £ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ ¤ » £ ¢ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
Fw,τ�

¨ ¢
Rτ

w

¢ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¥ £ ¤ § ¥ ¹ § ¤ · ¥ ¤ ¦ ½ £
F� ¨ ¢

R
¸ ¢ £

¬ ½ ¼ ¥ £ ¤
Fw,τ�,m = F�,m + Iτ

w

¸
m ∈ N

� Á ©¥ § º Ø Â · ¢ º · ¥ ¨ » ¾ ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ � ·
Rτ

w

¢ ¼ ¤ § ¢
À » ½ ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ Ô � ·

Rτ
w =

� ·
R/

� ·
Iτ
w

� Á ©¦ ¨ ¾ ¥ § � ·
Iτ
w

¨ ¢ � ·
R

¢ ¼ ¤ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¬ ¥ ·
{b̄(λ,t), (λ, t) 6∈ Γw,τ� }

�
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´� ´� ´ % p_ c ` _� �i _ Γw,τ� _ ` a b c _ b c ^ j c g _ d e f _ ` g _ Γ� 

�¢ ¤ ¤ ¢ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¢ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ ¨ » § ¢ « « ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ Ô
�¯ ° ° ¯ ³ ´� ´ � ´ ] j ^ a ΓR b c f&c _ k e a ^ j c c _ i f j c ( _� _ o j i� q g k ^'b _ g _ Rn

≥0 _ a ` j ^ a
Γ′

R
b c ` j b `� _ c ` _� �i _ g _ ΓR  �j c ` ^ g q k j c ` Γ := ΓR ∩ Zn

≥0 _ a Γ′ := Γ′
R
∩ Zn

≥0 ] ^
Γ′ ` e a ^ `d e ^ a i _ ` f j c g ^ a ^ j c ` ` b ^( e c a _ ` lm en o j b k a j b a γ ∈ Γ _ a δ 6∈ Γ′ h j c e γ + δ 6∈ Γ′ hm�n o j b k a j b a γ ∈ Γ′ _ a m ∈ Nh j c e mγ ∈ Γ′ h

e i j k ` Γ′ _ ` a b c _ k q b c ^ j c g _ d e f _ ` g _ Γ 
X Ï ¯ Í Î ¯ � �½ ¦ ¤

γ ∈ Γ′ ¢ ¤
ΦR

» £ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢
ΓR r¢ ¡ ¢ £ ¤ » ¢ § § ¢ « ¢ £ ¤

ΦR = ΓR

¤ ½ » ¤
¢ £ ¤ ¦ ¢ · s ¤ ¢ § ¼ À » ¢

γ
¢ ¼ ¤ ¨ ¥ £ ¼ § ©¦ £ ¤ ¾ · ¦ ¢ » · · ¢ § ¥ ¤ ¦ W ¨ ¢

ΦR

�
�§ ¼ » × ¤ ¨ ¢ « ½ £ ¤ · ¢ · À » ¢ ¤ ½ » ¤ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢

Φ := ΦR ∩ Zn
≥0

¥ ¬ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ £ ¤ d
Γ′ ¸

¿ ¥ · ¥ § ½ · ¼ ½ £ ¥ » · ¥ Â ¦ ¢ £
Γ′ =

⋃

γ∈Γ′ Φ(γ)
�

¶ · ¢ £ ½ £ ¼
δ ∈ Φ

¸ ¢ ¤ « ½ £ ¤ · ½ £ ¼ À » ¢
δ ∈ Γ′ � ¶ » ¦ ¼ À » ¢

γ
¥ ¬ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ £ ¤ d § ©¦ £ ¤ ¾ · ¦ ¢ » ·

¨ ¢
ΦR

¸ ¦ § ¢ ª ¦ ¼ ¤ ¢ » £ ¢ £ ¤ ¦ ¢ ·
m ∈ N

¤ ¢ § À » ¢
γ− 1

mδ
¼ ½ ¦ ¤ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢

ΦR

� Õ ¦ £ ¼ ¦ ¸
§ ©¾ § ¾ « ¢ £ ¤

γ′ := mγ − δ
¥ ¬ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ £ ¤ d

ΦR ∩ Zn
≥0

¸ ¢ ¤ ¬ ¥ · ¿ ½ £ ¼ ¾ À » ¢ £ ¤
γ′ ∈ Γ

� ¶ ¥ ·
§ ©¥ Â ¼ » · ¨ ¢ ¸ ¼ ¦

δ 6∈ Γ′ ¥ § ½ · ¼ ¬ ¥ · § ¥ ¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £
(a)

½ £ ¥ » · ¥
γ′ + δ 6∈ Γ′ ¸ « ¥ ¦ ¼ ¬ ¥ · § ¥

¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £
(b)

½ £ ¥ » · ¥ ¥ » ¼ ¼ ¦
γ′+δ = mγ ∈ Γ′ � Ù £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ £ ¾ ¿ ¾ ¼ ¼ ¥ ¦ · ¢ « ¢ £ ¤

δ ∈ Γ′ � �¢ À » ¦ ¬ · ½ » ¡ ¢ § ¢ § ¢ « « ¢ � �� �� �
�
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X Ï ¯ Í Î ¯ Ë ¯ ² Ð ± Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´� ´� Õ ¬ ¬ § ¦ À » ½ £ ¼ § ¢ § ¢ « « ¢ � �� �� d
Γ = Γ� ¢ ¤

Γ′ = Γw,τ�
�   £ ¤ ¢ £ ¥ £ ¤ ¿ ½ « ¬ ¤ ¢ ¨ » W ¥ ¦ ¤ À » ¢ � ·

Iτ
w =

〈
b̄λ,t, (λ, t) 6∈ Γw,τ�

〉 ¢ ¼ ¤ » £
¦ ¨ ¾ ¥ § ¨ ¢ � ·

R
¸ ½ £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ W ¥ ¿ ¦ § ¢ « ¢ £ ¤ À » ¢

Γw,τ�
¼ ¥ ¤ ¦ ¼ W ¥ ¦ ¤ d § ¥ ¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £ r ¥ s ¨ »

§ ¢ « « ¢ �
� ½ £ ¤ · ½ £ ¼ À » ¢ § ¥ ¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £ rÂ s ¢ ¼ ¤ ¥ » ¼ ¼ ¦ ¼ ¥ ¤ ¦ ¼ W ¥ ¦ ¤ ¢ � ¶ ½ » · ¿ ¢ § ¥ ¸ ¹ ª ½ £ ¼

(λ, t) ∈
Γw,τ�

¢ ¤
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�
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� � ©½ a ¢ £
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�
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τ
¢ ¤ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ ·
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(i′′)∗ ◦ c
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�
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Ω�′′
¢ ¼ ¤ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ ¥ » ¬ ¥ · ¥ º · ¥ ¬ Ö ¢ V �� �� � Ù £ ¥ ¨ ½ £ ¿ Ô
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t) ∈ Ω�′′Γτ�′′
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  £ ¥ ¬ ¬ § ¦ À » ¥ £ ¤ ¥ § ½ · ¼ § ¢ § ¢ « « ¢ ½ £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¡ ½ » § » ¢ ¸ À » ¢
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Γ� �

�

Ù £ ¬ ¢ » ¤ « ¥ ¦ £ ¤ ¢ £ ¥ £ ¤ ¬ · ½ » ¡ ¢ · § ¢ · ¾ ¼ » § ¤ ¥ ¤ ¬ · ¦ £ ¿ ¦ ¬ ¥ § ¨ ¢ ¿ ¢ ¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ Ô
��Å Ê Ï ¯ ° ¯ ³ ´� ´ � ´ �j b a _ ( e k ^ q a q g _ � ^ f� e k g ` j c Xτ

w g q� q c �k _ _ c ( e k ^ q a q ` _� ^�
a j k ^'b _ g j c a i _ ` f j�o j ` e c a _ ` ^ k k q g b f a ^ �i _ ` a j k ^'b _ ` ` j c a g j c c q _ ` o e k g _ ` d e f _ `
g _ Γw,τ� 



� � � � � � �� � � � 	 
 �� �� �� 	� 	 �
����	 �	 �������	 � � �� �� �	
�

X Ï ¯ Í Î ¯ � ¶ ¥ · § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ � �� �� ¸ ¦ § ¢ ª ¦ ¼ ¤ ¢ ¨ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼
Γ� ¸ £ ½ ¤ ¾ ¢ ¼

Φk�
¸
k =

1 · · · r
¸ ¤ ¢ § § ¢ ¼ À » ¢

Γw,τ� =
⋃

Φk�
� Ù £ ¼ » ¬ ¬ ½ ¼ ¢ ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ ¨ ¾ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ « ¦ £ ¦ « ¥ § ¢ ¸ ^ _ ¥ » ¿ » £ ¢ W ¥ ¿ ¢ £ ©¢ ¼ ¤ ¿ ½ £ ¤ ¢ £ » ¢ ¨ ¥ £ ¼ » £ ¢ ¥ » ¤ · ¢ �

Ù £ ¬ ¢ » ¤ ¥ § ½ · ¼ ¾ ¿ · ¦ · ¢ � ·
Iτ
w = 〈b̄λ,t, (λ, t) 6∈ ∪kΦ

k� 〉 = ∩k〈b̄λ,t, (λ, t) 6∈ Φk� 〉
�

Á ¢ ¼ ¢ ¼ ¬ ¥ ¿ ¢ ¼
Ik� := 〈b̄λ,t, (λ, t) 6∈ Φk� 〉

¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¦ ¨ ¾ ¥ » ª ¬ · ¢ « ¦ ¢ · ¼ ¨ ¢ � ·
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〈b̄λ,t, (λ, t) ∈ Γ�〉 ¿ ¥ ·
Φk�

¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢
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R/Ik� = C[Φk� ]¨ ½ £ £ ¢ £ ¤ ¨ ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ À » ¦ ¼ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¿ ½ « ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤ ¢ ¼ ¦ · · ¾ ¨ » ¿ ¤ ¦ Â § ¢ ¼ ¨ ¢ § ¥
¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d � ·

Rτ
w

�
�

� �� �� ��� ������� �"� �" �������"��"��"� ������"�
� ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ½ a

G = SLn
¸ ½ £ ¬ ¢ » ¤ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼

¨ ©» £ ¢ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ � ¦ ¿ Ö ¥ · ¨ ¼ ½ £
Xτ

w

¬ ½ » · » £ Â ½ £ ¿ Ö ½ ¦ ª ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼
(w, τ)

�
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç ³ ´� ´ µ� ´ �c � � _ È

= (1, 2, 1, · · · , n, n− 1, · · · , 2, 1) i _ � j a k q g b ^ a
` a e c g e k g  ] j ^ a w, τ ∈W a _ i ` 'b _ È _ ` a e g eo a q � w _ a È∗ e g eo a q � τ  � i j k ` Γw,τ�

_ ` a e b o i b ` b c _ d e f _ g _ Γ� 
X Ï ¯ Í Î ¯ � � ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ ½ a È ¢ ¼ ¤ § ¢ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¸ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £

R−�
�¢ ¼ ¤ § ¦ £ ¾ ¥ ¦ · ¢ ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¢ ¿ ½ · ½ § § ¥ ¦ · ¢ � �V � � � � Á ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £

Ω�∗
¢ ¼ ¤ ¤ ½ »� ½ » · ¼ § ¦ £ ¾ ¥ ¦ · ¢

¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ ¼ ¥ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ ¦ ½ £ �V �� �� � ¶ ¥ · § ¢ ¤ Ö ¾ ½ · Ø « ¢ � �� �� ½ £ ¼ ¥ ¦ ¤ À » ¢
Γτ�∗

¢ ¼ ¤ » £ ¢
W ¥ ¿ ¢ ¨ ¢

Γ�∗
¸ ¥ ¦ £ ¼ ¦

Γ̃τ� = (id × R−�
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�
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2

Ù £ ¾ ¤ » ¨ ¦ ¢ ¦ ¿ ¦ § ¢ ¿ ¥ ¼
G = SL3

� Ù £ ¹ ª ¢
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w
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Ù £ ¬ ¢ » ¤ · ¢ « ¥ · À » ¢ · À » ©¦ § � ¥ » £ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ » ¬ ¬ § ¾ « ¢ £ ¤ ¥ ¦ · ¢ ¸ � ¸ · ¾ ¼ » § ¤ ¥ £ ¤ ¨ ¢ § ¥

¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ �



� �� 
 �� �� �� 	� 	 �
����	 � 	� �� �
����	 � µ

(1,2,1)(0,2,1)

(0,1,0)

(1,1,0)

(1,0,0)

(2,1,0)

(0,1,1)

(0,0,0)

A

CD

E
F

B

G

� �� � � � �� � ¶ ½ §�¤ ½ ¬ ¢
c�(B($1 + $2))

Á ¢ ¼ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¨ ¢ � ¦ ¿ Ö ¥ · ¨ ¼ ½ £ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ � ¼ ½ £ ¤
Xs1

¸
Xs2

¸
Xs1

¸
Xs2

¸
Xs1s2

s1s2

¸
Xs2s1

s1s2

¸
Xs1s2

s2s1

¸
Xs2s1

s2s1

¸ ¢ ¤ ¿ ½ · · ¢ ¼ ¬ ½ £ ¨ ¢ £ ¤ · ¢ ¼ ¬ ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢ « ¢ £ ¤ ¥ » ª ¥ · b ¤ ¢ ¼ �Õ� � ¸ �Õ � � ¸
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¸ d ¼ ¥ ¡ ½ ¦ · È
= (1, 2, 1, 2)¢ ¤ È′ = (2, 1, 2, 1)
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Z4
≥0 Ô

C� :







t1 ≥ 0 (Φ1)

t2 − t3 ≥ 0 (Φ2)

t3 − t4 ≥ 0 (Φ3)

t4 ≥ 0 (Φ4)
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w = s1s2 w = s2s1
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τ = s2s1
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τ = s1s2

τ = w0 τ = w0
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t1 − t2 + 2t3 − t4 ≤ 1 (Φ̃1)

t2 − 2t3 + 2t4 ≤ 1 (Φ̃2)

t3 − t4 ≤ 1 (Φ̃3)

t4 ≤ 1 (Φ̃4)

Y ½ ¤ ½ £ ¼
Φi

¸ · ¢ ¼ ¬ �
Φ̃i

¸ § ¥ W ¥ ¿ ¢ ¨ » ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢
C�(λ0)

¨ ¾ ¤ ¢ · « ¦ £ ¾ ¢ ¬ ¥ · § ©¦ £ ¾ º ¥ § ¦ ¤ ¾
(Φi)

¸ · ¢ ¼ ¬ �
(Φ̃i)

�
Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¨ ¢ ¨ · ¥ ¬ ¢ ¥ » ª

G/B
¨ ¾ º ¾ £ Ø · ¢ ¢ £ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¥ »

¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢
C�(λ0)

� Á ¢ ¼ ¼ ½ » ¼�¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼
Xτ

w

¨ ¾ º ¾ £ Ø · ¢ £ ¤ ¢ £ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¼ ¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ ½ » ¼ ¢ « ¦�
¤ ½ · ¦ À » ¢ ¼ À » ¦ ¼ ½ £ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¼ d ¨ ¢ ¼ W ¥ ¿ ¢ ¼ ½ » » £ ¦ ½ £ ¨ ¢ W ¥ ¿ ¢ ¼ ¨ ¢ ¿ ¢ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ � Ù £
¢ £ ¨ ¾ ¿ · ¦ ¤ À » ¢ § À » ¢ ¼ » £ ¢ ¼ �

Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
Xs1s2s1

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d § ¥ W ¥ ¿ ¢
Φ4

� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £�
¼ ¦ ½ £ V ¸ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

{(0, 0, 0, 0)
¸

(0, 1, 0, 0)
¸

(1, 0, 0, 0)
¸

(0, 3, 1, 0)
¸

(2, 1, 0, 0)
¸

(2, 3, 1, 0)
¸

(0, 1, 1, 0)}
� �§ ¢ ¼ ¤ · ¢ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¾ ¹ º » · ¢ � � � � � Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

Xs1s2s1
¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ ¥ » ª W ¥ ¿ ¢ ¼

Φ̃2 ∪ Φ̃4
�   ¤ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

Xs1s2s1
s1s2s1

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢
d § ¥ W ¥ ¿ ¢

Φ4 ∩ Φ̃2
� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¨ ¢ ¨ ¦ « ¢ £ ¼ ¦ ½ £ � ¸ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

{(0, 1, 0, 0)
¸
(2, 1, 0, 0)

¸
(2, 3, 1, 0)

¸
(0, 3, 1, 0)} r¿ ©¢ ¼ ¤ § ¥ W ¥ ¿ ¢ ���� ¨ ¢ § ¥ ¹ º » · ¢



� �� 
 �� �� �� 	� 	 �
����	 � 	� �� �
����	 ��

��

� ��

� �� �

� �� �

�	


 
� �

�

A B

C

D

E

F

G

� �� � � � � � � � ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¨ ¢
Xs1s2s1

� � � � s �
Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾

Xs1s2

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢ d § ¥ W ¥ ¿ ¢
Φ3∩Φ4
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{(0, 0, 0, 0)
¸
(0, 1, 0, 0)

¸
(2, 1, 0, 0)

¸
(1, 0, 0, 0)} rW ¥ ¿ ¢ �   `� ¨ ¢

§ ¥ ¹ º » · ¢ � � � � s � � ¥ £ ¼ ¿ ¢ ¿ ¥ ¼ § ¥ ¨ ¾ º ¾ £ ¾ · ¢ ¼ ¿ ¢ £ ¿ ¢ ¢ ¼ ¤ ¤ · ¦ ¡ ¦ ¥ § ¢ r§ ©¾ ¡ ¢ £ ¤ ¥ ¦ § ¢ ¼ ¤ § ¢ « b « ¢
À » ¢ ¿ ¢ § » ¦ ¨ ¢ § ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾ ¤ ½ · ¦ À » ¢

Xs2s1

¨ ¢ ¤�¬ ¢ �
2

s � Á ¥ ¡ ¥ · ¦ ¾ ¤ ¾
Xs1s2

¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ ¢
d § ¥ W ¥ ¿ ¢

Φ̃2 ∩ Φ̃3
� � ©¢ ¼ ¤ » £ ¬ ½ §�¤ ½ ¬ ¢ ¬ § ¥ £ ¨ ½ £ ¤ § ¢ ¼ ¼ ½ « « ¢ ¤ ¼ ¼ ½ £ ¤

{(1, 3, 2, 1)
¸

(2, 3, 1, 0)
¸
(0, 3, 1, 0)

¸
(0, 3, 2, 1)}
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�¢ ¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ ¢ ¼ ¤ » £ § ¥ · º ¢ · ¾ ¼ » « ¾ ¨ ¢ § ©¥ · ¤ ¦ ¿ § ¢ � _ e i ^ ` e a ^ j c jd % b `� a ^� f j c _ ¸
¾ ¿ · ¦ ¤ ¢ £ ¿ ½ § § ¥ Â ½ · ¥ ¤ ¦ ½ £ ¥ ¡ ¢ ¿ ¶ Ö ¦ § ¦ ¬ ¬ ¢ � ¥ § ¨ ¢ · ½ ¢ ¤ � ½ Â ¢ · ¤ � ¥ · ¼ Ö � ¶ ½ » · ¬ § » ¼ ¨ ¢
¬ · ¾ ¿ ¦ ¼ ¦ ½ £ ¼ ½ » ¬ ½ » · § ¢ ¨ ¾ ¤ ¥ ¦ § ¨ ¢ ¼ ¬ · ¢ » ¡ ¢ ¼ ¡ ½ ¦ · ���� �

Á ¥ ¬ · ¢ « ¦ Ø · ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ § ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º � Á ¥ ¨ ¢ » ª ¦ Ø « ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢
¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ § ¥ £ ½ ¤ ¦ ½ £ ¨ ©¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¢ ¤ ¬ · ¾ ¼ ¢ £ ¤ ¢ ¨ ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¨ ¦ ¤ ¢ ¼
¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¢ ¤ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¤ ½ · ¨ » ¢ ¼ � � £ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¥ ¬ ½ » · Â ¥ ¼ ¢ » £ ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢
¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ � � ¥ £ ¼ § ¥ ¤ · ½ ¦ ¼ ¦ Ø « ¢ ¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ¸ ½ £ ¿ ¥ § ¿ » § ¢ § ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ £
¿ ½ · ¨ ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ©» £ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ ¤ ½ · ¨ » ¢ ¬ ¥ ·

§ ©¦ £ ¡ ½ § » ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢ �¿ Ö�¤�¢ £ Â ¢ · º ¢ · � �¢ ¼ ¿ ¥ § ¿ » § ¼ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¢ £ ¤ § ¢ ¼ · ¾ ¼ » § ¤ ¥ ¤ ¼ ½ Â ¤ ¢ £ » ¼ ¥ »
¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ V � Ù £ « ½ £ ¤ · ¢ ¥ § ½ · ¼ À » ¢ § ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¿ ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ ¼ ¤ » £ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢
Á » ¼�¤ ¦ º � Ù £ ½ Â ¤ ¦ ¢ £ ¤ ¥ ¦ £ ¼ ¦ ¨ ¢ ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ ¢ ª ¬ § ¦ ¿ ¦ ¤ ¢ ¼ ¬ ½ » · § ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º ¸
½ £ ¢ £ ¨ ¾ ¨ » ¦ ¤ À » ¢ ¿ ¢ ¼ ¿ Ã £ ¢ ¼ ¼ ½ £ ¤ ¼ ¦ « ¬ § ¦ ¿ ¦ ¥ » ª �

� �� � ��� !� "$�# "� $
L%

� ���� & ��'� "� �"����
  £ º ¾ £ ¾ · ¥ § ¸ ¦ § £ ©� ¥ ¬ ¥ ¼ ¨ ¢ « ¥ £ ¦ Ø · ¢ ¼ ¦ « ¬ § ¢ ¨ ©¢ ª ¬ · ¦ « ¢ · § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥

Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢
B

¢ £ ¤ ¢ · « ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ £ ¥ ¤ » · ¢ § ¼
F1

¸
F2, · · ·Fn

¨ ¢
Uq(n

−)
�

� ¥ £ ¼ ¨ ¢ · ¥ · ¢ ¼ ¿ ¥ ¼ ½ £ ¥ ¨ ¢ ¼ ¢ ª ¬ · ¢ ¼ ¼ ¦ ½ £ ¼ ¼ ¦ « ¬ § ¢ ¼ � ¿ ¥ ¼ (
1

¸ (
2

���� ¸ (
3

�V�� ¸ �
2���� � Á ¢ ¼ ¿ ¥ § ¿ » § ¼ ¼ ©¥ ¡ ¾ · ¢ £ ¤ ¢ ª ¤ · b « ¢ « ¢ £ ¤ ¿ ½ « ¬ § ¦ À » ¾ ¼ ¢ £ º ¾ £ ¾ · ¥ § � �¢ ¬ ¢ £ ¨ ¥ £ ¤ ¸

¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢
B

¼ ½ £ ¤ ¨ ¢ ¼ « ½ £ Ã « ¢ ¼ ¢ £
F1

¸
F2, · · ·Fn

�
` ¦ ª ½ £ ¼ » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È

= (i1, i2, · · · , iN )
¨ ¢

w0
� �½ ¦ ¤

(t1, t2, · · · , tN ) ∈ ZN
≥0

¸
§ ¢ « ½ £ Ã « ¢ Ô

F
(t1)
i1

F
(t2)
i2
· · ·F

(tN )
iN¢ ¼ ¤ ¨ ¦ ¤ ` _ k k q ¸ ¼ ¦ ¿ ©¢ ¼ ¤ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢

B
� � ¥ £ ¼ ���� ¸ Á » ¼�¤ ¦ º

¨ ½ £ £ ¢ » £ ¢ « ¾ ¤ Ö ½ ¨ ¢ À » ¦ ¬ ¢ · « ¢ ¤ ¨ ¢ ¿ ½ £ ¼ ¤ · » ¦ · ¢ ¨ ¢ ¼ « ½ £ Ã « ¢ ¼ ¼ ¢ · · ¾ ¼ � Õ ¿ Ö ¥ À » ¢
« ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ¦ § ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ » £ ¿ Ã £ ¢

L� ⊂ ZN
≥0

¢ ¤ « ½ £ ¤ · ¢ À » ¢ ¸ ¨ ¥ £ ¼ § ¢ ¼ ¿ ¥ ¼ (
1

¸
(
2

¸ (
3

¸ § ¢ « ½ £ Ã « ¢
F

(t1)
i1

F
(t2)
i2
· · ·F (tN )

iN

¢ ¼ ¤ ¼ ¢ · · ¾ ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤
(t1, t2, · · · , tN ) ∈ L� �

�¢ ¤ ¤ ¢ ¿ ½ £ ¨ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¢ ¼ ¤ ¾ º ¥ § ¢ « ¢ £ ¤ ¼ » × ¼ ¥ £ ¤ ¢ ¢ £ ¤�¬ ¢ (
4

�V �� ¢ ¤ ¢ £ ¤�¬ ¢ �
2

���� ¸ ¢ £
· ¢ ¡ ¥ £ ¿ Ö ¢ ¢ § § ¢ £ ¢ § ©¢ ¼ ¤ ¬ § » ¼ ¢ £ ¤�¬ ¢ (

5
�V �� �
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�½ ¦ ¤ È
= (i1, i2, · · · , iN )

» £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¨ ¢
w0

� Á ¢ ¿ Ã £ ¢ ¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º
L� ¢ ¼ ¤

§ ¢ ¼ ½ » ¼�¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢
ZN
≥0

¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼
(t1, t2, · · · , tN )

¼ ¥ ¤ ¦ ¼ W ¥ ¦ ¼ ¥ £ ¤ Ô ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤ ¢
¬ ¥ ¦ · ¢ ¨ ©¦ £ ¨ ¦ ¿ ¢ ¼

p < p′
¨ ¥ £ ¼

{1, . . . , N}
¤ ¢ § § ¢ À » ¢

ip = ip′ = i
¢ ¤

iq 6= i
¬ ½ » ·

¤ ½ » ¤
p < q < p′ Ô

tp + tp′ +
∑

p<q<p′

aip,iqtq ≤ 0.

 ® ¯ ° ± ² ¯ � ´ µ ´ µ ´ � ¥ £ ¼ § ¢ ¿ ¥ ¼ (
2

¸ ¼ ¦ È
= (1, 2, 1)

¸ § ¢ ¿ Ã £ ¢
L121

¢ ¼ ¤ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¬ ¥ ·
§ ©¾ À » ¥ ¤ ¦ ½ £ Ô

t1 − t2 + t3 ≤ 0
  c ¢ ¿ ¤ ¦ ¡ ¢ « ¢ £ ¤ ¸ ¨ ¥ £ ¼ ¿ ¢ ¿ ¥ ¼ ¼ ¦

t1 − t2 + t3 ≤ 0
½ £ ¥ Â ¦ ¢ £

F
(t1)
1 F

(t2)
2 F

(t3)
1 ∈ B

r¡ ½ ¦ · � � �� ¬ ½ » · § ¥ ¨ ¢ ¼ ¿ · ¦ ¬ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢
B

s �

� �� �	�
���� �!� ��� $
A%

� �� �� ����"��"
Á ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ½ £ ¤ ¾ ¤ ¾ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¼ ¨ ¥ £ ¼ ��� ¢ £ ¡ » ¨ ¢ · ¾ ¬ ½ £ ¨ · ¢ d § ¥

¿ ½ £� ¢ ¿ ¤ » · ¢ ¼ » ¦ ¡ ¥ £ ¤ ¢ ¸ W ½ · « » § ¾ ¢ ¬ ¥ · � ¢ · ¢ £ ¼ ¤ ¢ ¦ £ ¢ ¤ �¢ § ¢ ¡ ¦ £ ¼	� Ô ¨ ¢ » ª ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢
§ ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ » ¥ § ¢

B∗ ⊂ Uq(n) q
�¿ ½ « « » ¤ ¢ £ ¤ ¼ ¦ ¢ ¤ ¼ ¢ » § ¢ « ¢ £ ¤ ¼ ¦ ¦ § ¼ ¼ ½ £ ¤

« » § ¤ ¦ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ W ¼ ri.e. § ¢ » · ¬ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¼ ¤ ¢ £ ¿ ½ · ¢ » £ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢
B∗

d » £ ¢ ¬ » ¦ ¼ ¼ ¥ £ ¿ ¢
¨ ¢

q
¬ · Ø ¼ s � Õ ¤ ½ » ¤ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ¦ § ¢ ¼ ¤ ¥ ¼ ¼ ½ ¿ ¦ ¾ » £ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢

A� ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¢ ¬ ¥ · » £ ¢
¬ ¥ · ¤ ¦ ¢ ¨ ¢

B∗ ¿ ½ £ ¼ ¤ ¦ ¤ » ¾ ¢ ¨ ©¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ « » § ¤ ¦ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ W ¼ ¨ ¢ » ª d ¨ ¢ » ª � �¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼
¼ ½ £ ¤ ¨ ¦ ¤ ¢ ¼ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ �

� ¥ £ ¼ ���� ¸ § ¥ £ ½ ¤ ¦ ½ £ ¨ ©¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¢ ¼ ¤ ¤ · ¥ £ ¼ ¿ · ¦ ¤ ¢ ¼ » · § ©¥ § º Ø Â · ¢
R+ =

⊕

λ∈P+ Vq(λ)∗⊗vλ
À » ¦ ½ £ § ¢ ¼ ¥ ¦ ¤ ¸ ¢ ¼ ¤ ¿ ½ « ¬ ¥ ¤ ¦ Â § ¢ ¥ ¡ ¢ ¿ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ » ¥ § ¢ �

Ä Å Æ Ç È É È Ê Ç � ´� ´ µ ´ � £ ¢ ¼ ½ » ¼�¥ § º Ø Â · ¢
A

¨ ¢
R+ ¢ ¼ ¤ ¨ ¦ ¤ ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¦ Ô� s § ©¦ £ ¤ ¢ · ¼ ¢ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢

A
¢ ¤ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ » ¥ § ¢ ¨ ¢

R+ ¢ ¼ ¤ » £ ¢ Â ¥ ¼ ¢ ¨ ¢
A

¸
¥ ¬ ¬ ¢ § ¾ ¢ ¥ § ½ · ¼ �e ` _ e g eo a q _ ¸
�s § ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¼ ½ £ ¤ « » § ¤ ¦ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ W ¼ ¨ ¢ » ª d ¨ ¢ » ª �

Õ ¹ £ ¨ ©¥ § § ¾ º ¢ · ¿ ¢ · ¤ ¥ ¦ £ ¢ ¼ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¼ ¸ ¨ ¥ £ ¼ § ¥ ¼ » ¦ ¤ ¢ ¨ ¢ ¿ ¢ ¿ Ö ¥ ¬ ¦ ¤ · ¢ ½ £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ ¾�
· ¢ · ¥ § ¢ ¼ ¥ § º Ø Â · ¢ ¼ ¨ ¥ £ ¼ § ¥ ¼ ¬ ¾ ¿ ¦ ¥ § ¦ ¼ ¥ ¤ ¦ ½ £

q = 1
�

� �� �� �  �)(�"� ������"� ��������
Ù £ ¿ ½ £ ¼ ¦ ¨ Ø · ¢ § ©¥ § º Ø Â · ¢

R+ =
⊕

λ∈P+ V (λ)∗
¢ ¤ ¼ ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢ ¨ » ¥ § ¢

�∗ := {ξλ(b∗), b ∈ B(λ), λ ∈ P+}
¸ ¡ ½ ¦ · �� �� �

�½ ¦ ¤ È » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ � Ù £ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¤ § ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ £ ¿ ½ · ¨ ¢ ¼ ¸ · ¢ ¼ ¬ � ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼
¨ ¢ Á » ¼�¤ ¦ º ¸ ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ �∗ ¢ £ ¬ ½ ¼ ¥ £ ¤ £ ¥ ¤ » · ¢ § § ¢ « ¢ £ ¤ Ô

c�(ξλ(b∗)) = c�(b), · ¢ ¼ ¬ �
b−1� (ξλ(b∗)) = b−1� (b)
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Ù £ £ ½ ¤ ¢
bw,λ

§ ©» £ ¦ À » ¢ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¨ ¢
B(λ)

¨ ¢ ¬ ½ ¦ ¨ ¼
λ−w(λ)

¢ ¤ ½ £ £ ½ ¤ ¢
b∗w,λ¬ ½ » ·

ξλ(b∗w,λ)
�

¶ ½ ¼ ½ £ ¼ ¸ ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤
1 ≤ i ≤ n Ô

yi := b∗id,$i

�½ ¦ ¤ È
= (i1, i2, · · · , iN )

» £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ ¸ ¬ ½ ¼ ½ £ ¼ ¬ ½ » · ¤ ½ » ¤
1 ≤ k ≤ N Ô

cik := b∗si1
...sik

,$ik

¶ ½ » · ¤ ½ » ¤ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ½ £ ¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ ¬ ¥ ·
A� § ¥ ¼ ½ » ¼�¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢

R+ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¢
¬ ¥ ·
{yi, 1 ≤ i ≤ n} ∪

{
cik, 1 ≤ k ≤ N

} � Õ § ½ · ¼ ¸
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç � ´� ´� ´ Y�\ h Y Z�\ % pe i� ��k _ A� _ ` a b c _ ` j b ` �e i� ��k _ e g eo a q _ g _ R+

_ a ` e �e ` _ e g eo a q _ _ ` a g j c c q _ o e k i _ ` � j c &� _ ` _ c yi _ a cik 
Á ©¥ § º Ø Â · ¢

A� ¢ ¼ ¤ ¥ ¬ ¬ ¢ § ¾ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¼ ¤ ¥ £ ¨ ¥ · ¨ � Ù £ ¡ ¥ ¢ c ¢ ¿ ¤ » ¢ · » £ ¢
¨ ½ » Â § ¢ ¤ ½ · ¼ ¦ ½ £ ¼ » · ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ ¥ § º Ø Â · ¢ �

�½ ¦ ¤
σ

§ ©¥ £ ¤ ¦ ¥ » ¤ ½ « ½ · ¬ Ö ¦ ¼ « ¢ ¨ ¢
U(n−)

¨ ¾ ¹ £ ¦ ¼ » · § ¢ ¼ º ¾ £ ¾ · ¥ ¤ ¢ » · ¼ ¬ ¥ · Ô
σ(Fi) = Fi

¸
∀1 ≤ i ≤ n

� Ù £ ¼ ¥ ¦ ¤ À » ¢
σ

¬ · ¾ ¼ ¢ · ¡ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¿ ¥ £ ½ £ ¦ À » ¢
B

� Y ½ ¤ ½ £ ¼
µk

§ ¢ ¬ § » ¼ ¬ ¢ ¤ ¦ ¤ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¼ » · ¨ ¢
P+ ¤ ¢ § À » ¢

σ(bsi1
...sik

,$ik
) ∈ B(µk)

� Ù £ ¬ ½ ¼ ¢ Ô
ciσk := ξµk

(σ(bsi1
...sik

,$ik
)∗)

¶ ½ » · ¤ ½ » ¤ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È ¸ ½ £ ¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ ¬ ¥ ·
Aσ�

§ ¥ ¼ ½ » ¼�¥ § º Ø Â · ¢ ¨ ¢
R+ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¢

¬ ¥ ·
{yi, 1 ≤ i ≤ n} ∪

{
ciσk , 1 ≤ k ≤ N

} � Õ § ½ · ¼ ¸
X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç � ´� ´� ´ Y �\ h Y Z�\ ] j ^ a È

= (i1, i2, · · · , iN ) b c � j a k q g b ^ a h j c e lm ^n i pe i� ��k _ Aσ� _ ` a b c _ ` j b ` �e i� ��k _ e g eo a q _ g _ R+ hm^ ^n ` e �e ` _ e g eo a q _ _ ` a g j c c q _ o e k i _ ` � j c &� _ ` _ c yi _ a ciσk hm^ ^ ^n o j b k a j b a 1 ≤ i ≤ nh b−1� (yi) = (0, 0, · · · , 0)hm^(n o j b k a j b a 1 ≤ k ≤ N h b−1� (ciσk ) = (δil,ik)l≤k × {0}
N−k 

  £ ¹ £ ¸ ½ £ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ § ¦ £ ¾ ¥ ¦ · ¢
φ : R+ → R+ ¨ ¾ ¹ £ ¦ ¢ ¼ » · § ¥ Â ¥ ¼ ¢

¬ ¥ · Ô
φ(ξλ(b∗)) = ξλ∗(φλ(b)∗)

½ a
φλ : V (λ) → V (λ∗)

¢ ¼ ¤ § ©¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ § ¦ £ ¾ ¥ ¦ · ¢ ¦ £ ¤ · ½ ¨ » ¦ ¤ ¢ ¢ £ r V � � � s � � ¥ ¬ ¬ ¢�
§ ½ £ ¼ À » ¢ ¿ ¢ ¤ ¤ ¢ ¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¢ £ ¡ ½ ¦ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢

B(λ)
¢ £
B(λ∗)

¢ ¤ ¢ £ ¡ ½ ¦ ¢ § ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » ·
¨ ¢ ¬ § » ¼ Ö ¥ » ¤ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¼ » · § ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¨ ¢ ¬ § » ¼ Â ¥ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ � ¶ ¥ · ¥ Â » ¼ ¨ ¢ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¸ ½ £

£ ½ ¤ ¢ ¢ £ ¿ ½ · ¢
φλ

§ ¥ · ¢ ¼ ¤ · ¦ ¿ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢
φ

d
V (λ)∗

�
Ù £ ¼ ©¦ £ ¤ ¾ · ¢ ¼ ¼ ¢ d § ©¦ « ¥ º ¢ ¨ ¢

Aσ�
¬ ¥ ·

φ
�

X Ï Ê ± Ê Ì È É È Ê Ç � ´� ´ ³ ´ Y Z�\ ] j ^ a È b c � j a k q g b ^ a h φ(Aσ� ) _ ` a b c _ ` j b ` �e i� ��k _
e g eo a q _ g _ R+ _ a ` e �e ` _ e g eo a q _ _ ` a g j c c q _ o e k i _ ` � j c &� _ ` _ c φ(yi) _ a
φ(ciσk ) 
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L% = c%φ(Aσ% )

Õ ¬ ¥ · ¤ ¦ · ¨ ¢ « ¥ ¦ £ ¤ ¢ £ ¥ £ ¤ ½ £ ¹ ª ¢ » £ « ½ ¤ · ¾ ¨ » ¦ ¤ È �

� �� �� ����� )��"� �"
c�φ(Aσ� )

¶ ¥ · ¥ Â » ¼ ¨ ¢ £ ½ ¤ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¸ ½ £ ¨ ¾ ¼ ¦ º £ ¢ ¬ ¥ ·
c�φ(Aσ� )

§ ©¢ £ ¼ ¢ « Â § ¢ ¨ ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼
¢ £ ¿ ½ · ¨ ¢ ¼ ¨ ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢ ¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¨ ¢

φ(Aσ� )
� Á ¢ ¼ ¾ § ¾ « ¢ £ ¤ ¼ ¨ ¢ § ¥ Â ¥ ¼ ¢

¥ ¨ ¥ ¬ ¤ ¾ ¢ ¾ ¤ ¥ £ ¤ « » § ¤ ¦ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ W ¼ ¸ ¦ § ¼ ¼ ¥ ¤ ¦ ¼ W ½ £ ¤
c�(b∗b′∗) = c�(b∗) + c�(b′∗) ¸ ¿ ½ « « ¢

¥ ¬ ¬ § ¦ ¿ ¥ ¤ ¦ ½ £ ¨ ¢ § ¥ · Ø º § ¢ ¨ ¢ Á ¢ ¦ Â £ ¦� � � ½ £ ¿ ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £ ¿ ¦�¨ ¢ ¼ ¼ » ¼ § ©¢ £�
¼ ¢ « Â § ¢

c�φ(Aσ� )
¢ ¼ ¤ ¢ £ º ¢ £ ¨ · ¾ ¬ ¥ · § ¢ ¼

c�φ(yi)
¢ ¤ § ¢ ¼

c�φ(ciσk )
�

Á ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼
c�φ(yi)

¼ ¢ ¿ ¥ § ¿ » § ¢ £ ¤ W ¥ ¿ ¦ § ¢ « ¢ £ ¤ ¢ £ » ¤ ¦ § ¦ ¼ ¥ £ ¤ § ¥ ¬ · ½ ¬ ½ ¼ ¦ ¤ ¦ ½ £
� �� �V r¦ ¦ ¦ s ¢ ¤ § ¢ ¼ W ½ · « » § ¢ ¼ r� ��s �   £ ¢ c ¢ ¤ ¸ ¬ ¥ · � �� �V r¦ ¦ ¦ s ¸

yi
¢ ¼ ¤ § ¢ ¡ ¢ ¿ ¤ ¢ » · ¨ ¢

¬ § » ¼ Ö ¥ » ¤ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ¥ £ ¼
B($i)

¸
φ(yi)

¢ ¼ ¤ ¿ ¢ § » ¦ ¨ ¢ ¬ § » ¼ Â ¥ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼ ¨ ¥ £ ¼
B($∗

i )
¢ ¤

¨ ½ £ ¿ ¨ ©¥ ¬ · Ø ¼ r� ��s ¼ ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼ ¢ £ ¿ ½ · ¨ ¢ ¼ ¼ ½ £ ¤ Ô
c�φ(yi) =

(

〈$i, si1 · · · sij−1(α
∨
ij )〉
)

1≤j≤N

Á ¢ ¿ ¥ § ¿ » § ¨ ¢ ¼ ¬ ¥ · ¥ « Ø ¤ · ¢ ¼
c�φ(ciσk )

¢ ¼ ¤ ¬ § » ¼ ¼ » Â ¤ ¦ § � �§ W ¥ » ¤ ¤ ½ » ¤ ¨ ©¥ Â ½ · ¨ ¸
¿ ½ £ £ ¥�¤ · ¢ § ¢ ¼ ¬ ½ ¦ ¨ ¼
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